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Новая область математики — теория моделей полу- 
чила интенсивное развитие в последние двадцать лет. 
В книге известного математика Дж. Сакса содержится 
тщательное изложение и классических, и новейших 
результатов теории; большой интерес представляют 
результаты о рангах формул и типов, о простых моде- 
лях, о насыщенных и однородных системах. Эта теория 
позволила решить многие задачи, казавшиеся ранее 
неприступными. 

Книга рассчитана на студентов и аспирантов мате- 
| матических факультетов университетов, а также выс- 
| ших учебных заведений, готовящих _ специалистов 

по прикладной математике. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В математических теориях изучают объекты двух 
видов. Например, в теории групп изучают группы и вы- 
сказывания о группах. Связь между этими видами объек- 
тов, связь между математическими структурами, с одной 
стороны, и высказываниями формального языка, опреде- 
ленными на этих структурах, с другой, изучается в тео- 
рии моделей, возникшей в 30-х годах нашего столетия 
на стыке алгебры и математической логики. 

Возникновение этой теории подготовлено развитием 
математики прошлого и первой четверти нашего века: 
к началу тридцатых годов сложилась математическая 
логика, возникли формализованные языки и возникла 
абстрактная алгебра, изучающая множество с опреде- 
ленными на нем операциями. В 1933 г. А. Тарский дал 
точное определение отношения истинностности выска- 
зывания формального языка в данной алгебраической 
системе и получил на этой основе важные результаты. 
Эти работы создали условия для изучения связи между 
абстрактными алгебраическими системами и высказывани- 
ями формального языка. Но соответствующая теория не 
развивалась. 

Причин было две. Во-первых, не было мощного и при 
этом достаточно простого метода решения новых проблем, 
возникающих в этой области, и доказательства новых 
теорем, во-вторых, не было уверенности в актуальности 
новой проблематики. 

Эти пробелы заполнил А. и. Мальцев в двух работах 
[1, 2]. В первой работе он создал новый метод, усилив 
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и переформулировав соответствующим образом теорему. 
Гёделя о полноте, доказанную для счетного случая и для 
другой цели. При этом А. И. Мальцев впервые использовал 
в математической логике идею компактности, возник- 
шую в теоретико-множественной топологии. Во второй 
работе в 1941 годуон показал, что все локальные теоремы 
теории групп являются простыми следствиями его теоремы 
компактности, и показал, как получить с помощью его мето- 
да новые локальные теоремы в алгебре. Эта основопола- 
гающая работа А. И. Мальцева продемонстрировала пер- 
спективность применения методов математической логики 
в алгебре. Но развитие теории моделей в Советском Союзе 
задержалось на десятилетие, в основном из-за войны, 
унесшей целое поколение молодых математиков. Иссле- 
дование в этой области в Советском Союзе возобновилось 
в 50-х годах, опять-таки благодаря научной и организа- 
торской деятельности А. И. Мальцева. 

В 1949 году американский математик Л. Генкин пере- 
открывает теорему Мальцева. А. Тарский находит при- 
менение теории моделей в теории алгоритмов и серией 
работ, ставших классическими, открывает новую главу 
теории моделей. Эта деятельность А. Тарского привела 
к бурному развитию теории моделей в США. 

В первые послевоенные десятилетия преимущественно 
развивается теория моделей первого порядка, все резуль- 
таты которой основывались на принципе Мальцева. 

В последние годы появилось много работ по теории 
моделей языков не первого порядка. Но заметное продви- 
жение` получено там, где удается найти аналог локальной 
теоремы Мальцева. Вся история последних лет показыва- 
ет, что теорема Мальцева является не простым усилением 
теоремы Гёделя, а принципиальным продвижением, и на 
ее основе возник удобный в применении и мощный метод 
доказательства теорем. 


ка“ 2 a ene, Oe Te rey a ee a ene oe ee Se oe re 


U4 aaa PR eS 


Предисловие 7 


К сожалению, автор настоящей книги проф. Дж. Сакс 
не упоминает А. И. Мальцева в качестве автора обсужда- 
емой выше теоремы, хотя она широко известна во всем 
мире как теорема компактности Мальцева (см. Робин- 
сон [3], Вот [2]). 

Книга Сакса посвящена новому этапу в развитии тео- 
рии моделей, который начинается с работы Морли, где 
доказана смелая гипотеза польского математика Лося 
о категоричных теориях. Наряду с идеей компактности 
Морли привлекает другую идею общей топологии —идею 
Кантора — Бендиксона. 

Каждой алгебраической системе ставится в COOTBETCT- 
вие вполне несвязный бикомпакт — ее стоуновское 
пространство. При этом Морли в отличие от Кантора — 
Бендиксона рассматривает не одно стоуновское прост- 
ранство, а категорию стоуновских пространств моделей 
теории. Точка бикомпакта называется изолированной, 
если все ее прообразы состоят из изолированных точек. 
При такой модификации определения изолированной точ- 
кии производного множества все точки стоуновского прост- 
ранства, не лежащие в его совершенном ядре, получают 
трансфинитный индекс — индекс Морли. Если же стоунов- 
ские пространства моделей теории не содержат совершен- 
ных ядер, то теория называется тотально транецендент- 
ной и в таких теориях можно доказывать теоремы индук- 
цией по рангам Морли. Эта идея позволила Морли, Шела- 
ху, Лахлану и другим получить глубокие теоремы о то- 
тально трансцендентных теориях. Книга Cakca, в которой 
с большим мастерством изложены все эти результаты, 
знакомит читателя с новыми идеями, методами, конструк- 
циями, возникшими в теории моделей за последние годы 
(кончая. 1972 т.). 

От читателя требуется знакомство с математической 
логикой и алгеброй в объеме университетских курсов. 
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Книгу можно рекомендовать студентам старших курсов 
университетов, педвузов и всем, кто интересуется приложе- 
ниями методов математической логики к другим разделам 
математики. 

Многочисленные неточности и опечатки, обнаружен- 
ные при переводе, уточнены и исправлены. Некоторые из 
них отмечены примечаниями редактора и переводчиков. 
Первые 25 параграфов переведены Л. Л. Максимовой, 
остальные — Е. А. Палютиным. 


А. Д. Тайманов 


Три греха внушают мне страх, ... 
они подстерегают всех пишущих, гро- 
зят спасению души и ведут к потере 
достоинства. Вот они: неведение исти- 
ны, ложь по заблуждению или недо- 
мыслию и надменное стремление вы- 
дать предположение за действитель- 
ность.... Признаюсь, что повинен - 
во всех трех этих грехах. 


Metalogicon Иоанна Солсберийского. 


$ 0. ВВЕДЕНИЕ 


Эта книга написана как ответ на вопрос: «Сумеет ли 
специалист по теории алгоритмов написать книгу по тео- 
рии моделей?» Поэтому в ней в ряде мест отмечается 
(без доказательства) абсолютность (по Гёделю [1]) рассмат- 
риваемых теоретико-модельных понятий и используемых. 
для их определения ординалов. 

Например, понятие тотальной трансцендентности, вве- 
денное Морли, абсолютно, и для установления тотальной 
трансцендентности теории 7 требуются лишь ординалы, 
рекурсивные в 7. В появлении этой книги отчасти пови- 
нен b. Дребен, который однажды спросил со свойственной 
ему непосредственностью: «Имеет ли теория моделей хоть 
какое- -нибудь отношение к логике?» Действительно, теория 
моделей обескураживает своим сходством с теорией 
множеств — с этой пленительной областью математики, 
которая почти не касается фундаментальных логических 
вопросов, и, в частности, с арифметикой ординалов и кар- 
диналов. Но это сходство проявляется скорее в способе 
изложения, чем в идеях, поскольку центральные понятия 
теории моделей абсолютны, а абсолютность в отличие от 
мощности является логическим понятием. Вот почему тео- 
рия моделей не разбивается о скалу неразрешимости теоре- 
тико-множественных проблем типа обобщенной проблемы 
континуума, и, в частности, разрешима следующая гипо- 
теза Лося: если: счетная теория категорична в некоторой 
несчетной мошности, то она категорична во всех несчет- 
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ных мощностях. (Теория называется категоричной в мош- 
ности х, если все ее модели мощности х изоморфны.) 
Эта гипотеза доказана Морли (см. теорему 37.4). Свойство 
«теория Т категорична во всех несчетных мощностях» 
является, конечно, абсолютным свойством теории Г. 

Для доказательства гипотезы Лося Морли ввел поня- 
тие ранга 1-типа. Имеются также доказательства, He ис- 
пользующие понятия ранга, но идеи, на которых они осно- 
ваны, не применимы для доказательства, например, 
теоремы Шелаха о единственности ($ 36). Я взял понятие 
ранга в качестве центрального понятия этой книги, 
потому что оно является центральным в современной тео- 
рии моделей. Приписывание ранга 1-типам, реализуемым 
элементами алгебраических систем, позволяет доказы- 
вать теоремы об этих системах индукцией по рангу. 
Не всякий 1-тип над подсистемой модели теории 7 обязан 
иметь ранг, если же все такие 1-типы имеют ранг, то теория 
Г называется тотально трансцендентной. Понятие ранга, 
введенное Морли, навеяно классификацией Кантора — 
Бендиксона точек замкнутого подмножества компактного 
хаусдорфова пространства. Однако производная по Морли 
отличается от производной по Hantopy — Бендиксону 
тем, что первая перестановочна с операцией взятия 
обратного предела. Производная Морли определяется 
в $ 29 как оператор, действующий на некотором классе 
важных функторов теории моделей. Одним из преимуществ 
теоретико-категорного изложения ранга Морли является 
то, что оно применимо также и к другим понятиям ранга 
1-типов (см., например, Шелах [1, 2]). В § 25 приведен об- 
зор  теоретико-категорных — понятий, используемых 
moe 29, | 

Название этой книги не вполне точно отражает содер- 
жание. Теория насыщенных систем изложена здесь далеко 
не полно: например, не обсуждается важное понятие ультра- 
произведения, которое используется для получения на- 
сыщенных расширений. Выбранное название означает лишь 
то, что мы предпочитаем ту часть теории моделей, в кото- 
рой синтаксические вопросы сведены до минимума. Боль- 
шая часть теории моделей осталась незатронутой отча- 
сти из соображений краткости, а отчасти из-за вкусов 
автора. Я отдаю предпочтение новым конструкциям и тех- 
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нике, поэтому у меня He было желания включать даже 
важные теоремы, в доказательствах которых нет новизны. 
Конечно, ограничения, связанные с моими вкусами, не 
мешают мне повторять несколько моих излюбленных кон- 
струкций. 

В книге мало примеров, и это не случайно. Как пра- 
вило, авторы приводят примеры в надежде разъяснить 
общие понятия, однако все примеры общего понятия 
вводят в заблуждение, так как они неизбежно являются 
частными и носят отпечаток индивидуальности. 

Примером тотально трансцендентной теории, менее 
всего вводящим в заблуждение, является теория дифферен- 
циально замкнутых полей характеристики 0 (DCF,). При- 
менение ‘ранга Морли к ОСЕ,, предложенное Блюм, 
излагается в $ 40 и 41. Есть много заслуживающих вни- 
мания применений теории моделей к алгебре и прежде 
всего к теории полей, однако Блюм была первой, кто 
использовал нечто большее, чем теорему компактности 
(следствие 7.2). (Одно из наиболее типичных применений 
теоремы компактности в теории полей, повлиявшее на раз- 
витие теории, принадлежит А. Робинсону.) Путь А—пред- 
ложение первого порядка теории полей, истинное в любом 
поле характеристики 0. Тогда существует такое число п, 
что А истинно в любом поле характеристики р >п. Блюм 
показала, что любое дифференциальное поле характе- 
ристики 0 имеет простое дифференциальное замыкание. 
Ее теорема следует из общего результата Морли (тео- 
рема 32.4), который справедлив для всех тотально транс- 
цендентных теорий. Из столь же общего результата 
Шелаха следует единственность простого дифференциаль- 
ного замыкания (теорема 41.4). 

Я не очень хорошо знаю историю теории моделей, 
поэтому вполне возможно, что мне не удалось отдать 
должное многим из тех, кто внес в нее вклад. Большин- 
ству утверждений приписаны в скобках имена, но навер- 
няка многие теоремы были открыты независимо несколь- 
кими авторами' (не все они мне известны), так как редко 
случается, чтобы многообещающая идея была исклю- 
чительной привилегией одного ума. Я надеюсь, что никто 
не припишет мне злого умысла. Не обязательно быть 
историком теории моделей, чтобы понять, что этот пред- 
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мет обязан своим существованием усилиям одного чело- 
века — Альфреда Тарского. 

Были приняты некоторые меры, чтобы сделать книгу 
доступной для тех, кто мало знает логику. В первых па- 
раграфах даются определения «алгебраической системы» 
и «предложения», в $ 7 довольно подробно объясняются 
свойства отношения «логического следования». Это сде- 
лано для того, чтобы все читатели смогли понять дока- 
зательство основной теоремы существования. 

В этой книге излагается содержание курса лекций, 
прочитанного в Йельском университете осенью 1970 года. 
Курс был основан на заметках, подготовленных С. Симп- 
соном, который записал лекции, прочитанные в Масса- 
чусетском технологическом институте весной 1969 года. 
Я очень обязан студентам, слушателям обоих моих курсов, 
которые неумолимо, хотя довольно редко успешно, наста- 
ивали, чтобы все доказательства были полными и коррект- 
НЫМИ. 

Весьма благодарен я моим коллегам по теории моде- 
лей: Л. Блюм, Г. Дж. Кейслеру, Г. Крайзелу, А. Лахлану, 
М. Морли, А. Робинсону, Ф. Ровботтому и С. Шелаху, 
чьи щедрые разъяснения открыли мне, вопреки моему 
первоначальному впечатлению, действительно захваты- 
вающий предмет. 


Кеймбридж, Массачусетс, 
15 марта 1972 года 
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Ординалы обозначаются через a, В, у, 6, ...; каждый 
ординал равен множеству всех меньших ординалов, таким 
образом, a = {В | В <a}. Через 0 обозначается пустое 
множество. Кардиналы обозначаются через %, о, ц,. ..; 
кардиналом называется ординал, который нельзя отобра- 
зить взаимно однозначно на меньший ординал. Бесконеч- 
ные кардиналы образуют возрастающую последователь- 
НОСТЬ: Wp (= @), Wy, Ways.» +5 Wye „... . . OBODaT,- ato 
множество имеет мощность %, если можно установить 
взаимно однозначное соответствие между ним и х. Мощ- 
ность множества A обозначается через card А. Через х* 
обозначается наименьший кардинал, больший чем 4%. 
Множество называется счетным, если оно конечно или 
имеет мощность ®. Последователем ординала & называется 
ординал a + 1. Через Л обозначается предельный орди- 
нал, т. е. ординал, отличный от 0 и не являющийся после- 
дователем никакого другого ординала. Кардинал х назы- 
вается сингулярным, если он является объединением мно- 
жества мощности, меньшей х, меньших чем % кардиналов. 
Не сингулярный кардинал называется регулярным. 

Часто придется писать утверждения типа: 

для любых отображений f, ©, f: A>, с: > B, 
обладающих свойством Р, найдется такое отображение 
h: 5 — ©, обладающее свойством О, что } = hg. Это 
утверждение можно выразить также следующим образом: 
каждая диаграмма такого вида: 


\ { и © обладают свойством P, 
\ h обладает свойством О 
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может быть пополнена указанным на чертеже способом. 
Утверждение, что любая диаграмма 


/ ыы h с обладает свойством P 


может быть пополнена указанным на чертеже способом, 
означает следующее: 
для каждого g: 3[ -> B со свойством Р существуют 


система © и отображения f: UY > C ий: 3 -> ©, такие, 


что f = hg. | 

Знак <> употребляется для сокращения выражения: 
«тогда и только тогда, когда». 

Конец доказательства обозначается через ГП. 


$ 2. СИГНАТУРЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ 


Самую простую классификацию алгебраических систем 
дают типы подобия. Пусть М — множество натуральных 
чисел. Сигнатурой или типом подобия т называется пя- 
терка 


Г, К, Op), 


такая, что 0: [> М, p: Л > №. Алгебраическая система 
Y сигнатуры т включает в себя: 

(1) Непустое множество А, называемое носителем 
системы %. 


(ii) Семейство {RY |i EL}, состоящее из 0 (i)-MecTHEIx 
отношений HP на А для каждого ЕЕ Г. Под n-mecmnom 


отношением (или предикатом) на А мы понимаем любое 
подмножество А” (декартова произведения п экземпля- 
ров A). Еслиа:,...‚ а, Е А, то будем писать R (а1,..., An) 


о, И ОЕ. 
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(iii) Семейство iar |7: Е}, такое, “sto be есть 
р (/)-местная функция на A для каждого j ЕЛ. Под 
п-местной функцией на А понимаем функцию из A™ BA. 

(iv) Подмножество {cul |k € K} множества A, называе- 
мое множеством его выделенных элементов. 


Алгебраические системы будут обозначаться через Y, 
$, ©, ..., а соответствующие носители — через A, В, 
С, ...; для алгебраической системы %[ удобно употреб- 
лять запись 


(А; ВА, fF, cM yer, jes, nex. 
Возможен случай, когда i = j, HO Re me в. то же самое 


допускается для И ie Мощностью системы Y назы- 
вается мощность ее носителя A. 
Рассмотрим алгебраическую систему 


Г = (А; че "a9 —$ 2 О, 1, : 


где | и + являются двуместными функциями на А, —, 4 
являются одноместными функциями на A, aOu 1 — выде- 
ленными элементами множества А. Любое поле можно 
рассматривать как систему той же сигнатуры, что и эта 
система 9. Однако Y может не быть полем, так как ee 
отношения, функции и выделенные элементы не обязатель- 
но удовлетворяют аксиомам поля. 


$ 3. МОНОМОРФИЗМЫ И ПОДСИСТЕМЫ 


Мономорфизмом т системы YX в систему №, символи- 
чески 
т: A > 3, 
называется взаимно однозначное отображение т множе- 
ства А на подмножество т [А] множества В, удовлетворя- 
ющее условиям 


(1) Re (бу Sy hy) R® (ma,, ...-та.) для BOR 
СЕТ, 

(11) т (64.33 one Bee /®(may, a0) Та.) Для во 
ТЕЧ, 


(iii) mew == ce для всех k € K. 


| 
| 
; 
| 
| 
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При этом предполагается, что З[ и % имеют одну и ту же 
сигнатуру. Как правило, две системы, о которых идет речь 
в одном рассуждении, имеют одну и ту же сигнатуру. 

Мономорфизм между полями есть не что иное, как гомо- 


морфизм. 
Система Y называется подсистемой системы %, сим- 


волически 


= Y, 


если А с В и тождественное вложение 1): А > В есть 
мономорфизм (ла = а для всех a€ A). Если A cH, 
то говорят, что BY расширяет (или является расширением) 
YW. Изоморфизмом называется мономорфизм «на» (т. е 


т [А] =: В). Изоморфизм обозначается через т: 9 — № 
или 2)». Мономорфизм системы ЗФ в YW называется 
эндоморфизмом. |Эндоморфизм системы Y на Y называется 


автоморфизмом. 
«Объектами» теории моделей являются алгебраические 


системы. «Морфизмами» теории моделей первого порядка 
являются не мономорфизмы, потому что они сохраняют 
лишь «атомные» свойства систем, а элементарные мономор- 
физмы, которые сохраняют все свойства первого порядка. 
Пусть © — поле рациональных чисел, O — поле алгебраи- 
ческих чисел. Тождественное вложение ig: О > О являет- 
ся мономорфизмом, но не элементарным мономорфизмом, 


так как квадратный корень из —1 существует в 0, но не 
существует в О. В $ 9 будет показано, что каждый моно- 
морфизм между алгебраически замкнутыми полями являет- 


ся элементарным. 


$ 4. ЯЗЫК ПЕРВОГО ПОРЯДКА 


Каждой сигнатуре т сопоставляется язык первого поряд- 


ка ®.. Если YW — алгебраическая система сигнатуры т, то. 


каждое предложение языка &. имеет определенное истин- 
ностное значение BY. Алфавит языка &. состоит из сле- 


дующих символов: 


(i) переменные 21, Lo, хз, ...; 
(ii) логические связки: | (не), & (и), Е (существует) 


= (равно); 


eS ры 


$ 4. Язык первого порядка 17 


(iii) 0 (i)-mecrHbre предикатные символы А; для каждого 
ted; : 
(iv) (/)-MecrHupie функциональные символы f; для каж- 
дого j Е J; 

(у) предметные константы C, для каждого k € K. 


Термы языка &, строятся с помощью двух правил: 


(1) все переменные и предметные константы являются 
термами; 

(ii) если f; есть п-местный функциональный символ 
и t,,..., t, — термы, то };(&,.... В) — тоже терм. 


Константным термом называется терм, не содержа- 
щий переменных. 

Атомные формулы языка ®. определяются следующим 
образом: 


(i) если Ни В — термы языка ®., то & = t, есть атом- 
ная формула, называемая равенством; 

(ii) если А ; есть п-местный предикатный символ, ty, ... 
... В — термы, то А; (Н, ..., В) — атомная формула. 


Формулы языка %. строятся с помощью таких правил: 


(1) каждая атомная формула является формулой; 
(ii) если Ри С — формулы, то 1 F, (F&G) и (Ex;) Е — 
тоже формулы. 


Символы \/ (или), — (влечет), <> (эквивалентно), (x;) 
(для всех 5;) используются для сокращения записи: 


(i) (Е V G) для 1( Ш& 1G); 

(ii) (F > G) для ( IF \ G); 

(iii) (FG) для (Е а) &(G> В); 
(iv) (z;) Е для 1(Ez;) ТЕ. 


Понятие свободной переменной в формуле определяется 
по индукции. Индукция ведется по числу шагов, исполь- 
зуемых при построении формулы: 

(i) если F — атомная формула и x; входит в F, то д; 
является свободной переменной в F; 

(ii) если х; — свободная переменная в формуле F 
uj ~ i, то 2; есть свободная переменная в (Ех; К; 

(iii) если x; — свободная переменная в формуле Л, то 
x; является свободной переменной в IF u (РЕ & 0). 


2—01005 


_КИА - &Ge a-G sae 
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Короче говоря, единственный способ избавиться от сво- 
бодной переменной x; в Ё — это приписать слева к А при- 
ставку (Ех). 

Стандартное соглашение относительно свободных пере- 
менных состоит в следующем: запись С (х;1,..., Lin) 
означает, что любая свободная переменная формулы С 
есть одна из переменных 4;1, ..., Lin. Удобно также опус- 
кать нижние индексы и использовать д, у, 2, ... в каче- 
стве переменных. 

Формула без свободных переменных называется предло- 
жением. : 

Формула называется бескванторной, если она не! со- 
держит выражений вида (Kx) (существует x) или (у) (для 
всех у). 

Мощностью языка &, называется мощность множества 

всех его формул. Ясно, что 


‘сага ®. = max (®, сага J, сага J, сага К). 


Если 3[ есть система сигнатуры т, то говорят, что язык 
& ‹ лежит в основе системы Y. Часто в тексте мы не будем 
различать язык &, и сигнатуру т. 


$ 5. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 


Пусть т = (J, J, K, 0, ф) — сигнатура ‘системы Ч. 
Предположим, что К ПА = = ©. Обозначим через tA сиг- 


натуру 
С г ФА 


Язык ®._ получается из языка ®. добавлением новой 
предметной константы @ для каждого а6 А. Любую 
систему % сигнатуры т можно расширить до системы 
(%, 6. )оед сигнатуры TA, выбрав для каждого а Е А эле-. 
мент 6, СВ. Отображение оса = а может быть единствен- 
HbIM 06 азом продолжено на множество всех константных 


термов языка РЕ 7.2 гы 1.0: а 2 cha pie г 


{=<А <> 


(i) ca = 
(ii) aeg =i c™, 
(iii) of; (ty, -- +5 tn) = FP (oty, ..., 0), где t (1 < 


< i< п) — конестантные термы. 


Wye ti, oF - KopcTaKrntee mbperte с 
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Пусть H — предложение языка &,,. Отношение UE 
EH (читается: «Н истинно в 3%) определяется индук- 
цией по числу шагов, нужных для построения H: 

li) ЧЕ = о = 0s 

(ЯН ое. 

(iii) ЗЕР& С AEF и AEG; | 

(iv) ЗЕ IF <> неверно, что AEP; 

(у) ХЕ (Ех; F (%;) <=> AEF (a) для некоторого а Е А. 

Если предложение H не истинно в Y, то OHO называет- 
ся ложным в ЗЧ. 


Пусть F (71, ..., 21) — формула] языка ®., и пусть 
а)... в Е А. Говорим, что п-ка (а1,..., Gn) удов- 
летворяет (или ие а... ав а 
Steel (ay, SS 

Универсальным замыканием формулы F (x4, ..., Ln) 
называется формула (x,) ... (2) F (2, ..., a). Фор- 
мула F (51, ..., 2.) называется истинной в Y, если ee 

универсальное замыкание истинно в Y. 

Система 9[ называется элементарно Tw oe 

системе %, символически komo, 270 


YW == 8, yy и ДЬ Ade mae 
если MEF <> SEF для любого предложения F языка 
®.. Тарский высказал идею, что классификация алгебраи- 
ческих систем по элементарной эквивалентности предпоч- 
тительнее классификации по изоморфизму. В $ 9 будет 
показано, что любые два алгебраически замкнутых поля 
одной и той же характеристики элементарно эквивалентны. 
Понятие элементарной эквивалентности абсолютно в смыс- 
ле Гёделя [1], в то же время понятие изоморфизма абсо- 
лютным не является. 


$ 6. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ МОНОМОРФИЗМЫ 


Пусть m — отображение множества A в В. Говорят, что 
т есть элементарный мономорфизм, символически 


mA > 8, 
если выполнено условие 
WEF (ay, ..., a, <=> SEF (тат, ..., та») 
2* 


4 
) 
Зи. 
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для любой формулы РЁ (51, ..., %,) языка &. и любой 
последовательности а1, ..., а, € A. Заметим, что любой 
элементарный мономорфизм является мономорфизмом. 
(В $9 будет показано, что каждый мономорфизм между 
алгебраически замкнутыми полями одной характеристики 
является элементарным, а в $ 17 — что каждый мономор- 
физм между вещественно замкнутыми полями является 
элементарным.) Отметим, что т — элементарный моно- 
морфизм тогда и только тогда, когда 


(Qf, а)сЕА == (3, ma nea: 


Предложение 6.1. Густь f: Y> Bu g: B®. (i) Если 
fu g — элементарные мономорфизмы, mo gf — элемен- 
тарный мономорфизм. (ii) Если gu gf — элементарные 
мономорфизмы, то f — элементарный мономорфизм. 


Локазательство. Пул Wer ta, а). 
Тогда © ЕР (gfa,, ..., gfa,), так как gf элементарен. Но 
тогда SEF (fa,, ..., Га»), так Kak g элементарен. O 


Система 3% называется элементарной подсистемой 
системы %, символически 


A~< 5, 


если тождественное вложение 54: A> В является эле- 
ментарным мономорфизмом. Если 3 < 3%, то № называет- 
ся элементарным расширением системы Y%. Расширение 
называется собственным, если З[ = B. 


$ 7. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 


Пусть 5 — множество предложений некоторого языка 
Q., и пусть F — формула языка ®,. Отношение «F есть 
логическое следствие S», символически 


SE FP, 


определяется следующим образом: 


(i) если FES, то StF; 

(ii) если F есть логическая аксиома, то S + F; 

(111) если S | А; для 1 Si<n и если F получается 
в результате применения некоторого логического правила 
к последовательности Fy, ..., F,, To SEF. 


Poe 466 Ape a MLT hed kv icTaum A slr be ера 
и - be | | 
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Аксиомы и правила логики первого порядка с равен-\® 
ством можно найти в любой стандартной книге по мате- \ 
матической логике. Они согласованы со здравым смыслом, 
поэтому должно быть ясно, что они обладают всеми приво- . , 
димыми ниже свойствами. Если S | F, то S, EF для : 
некоторого конечного подмножества 5, < 5. Финитарный 
характер отношения следования | неоднократно исполь-‹и 
зуется в доказательстве основной теоремы существо- 
вания (7.1). 

Множество S называется совместным или непротиво- 
речивым, если среди его логических следствий нет ни од- 
ного предложения вида F& 1F. Система 9 называется ® > 
моделью для S, символически 


% 


=> 
WES, eS 
YS 
если все члены S истинны BY. Если 5 имеет модель, TOS. > 


совместно, так как каждое предложение, которое является © ~ 
логическим следствием 5, истинно в любой модели для ©. ^ 


Tropema 7.1.1) Если 5 есть совместное множество пред- ~ 
ложений, то 5 имеет модель мощности < тах (w, card 5). = 


Доказательство (в стиле Генкина). Пусть 2 . 
х = шах (®, сага 5). Пусть {6 |6 < x} — множество ® х 
предметных констант, не входящих в формулы из множе- ~ \ 
ства 5. Обозначим через & язык, порожденный прими- \ | 
тивными символами, входящими в формулы из S, и кон- = 
стантами 65. Пусть {Рё (7) |6 < %} есть список всех фор- ~ => 
мул языка & с единственной! свободной переменной wx. 
Выберем. функцию й: хх, такую, что = 
(i) у < 6 влечет hy < 16; | 
(ii) у < 6 влечет, что C,3 не входит в I’, (2). wa 
Положим Sy = SU {(Ez) Р. (x) > Fy(Cny) ly <8}. 5 


а $ 


1) Теорема 7.1 для счетной теории доказана Гёделем в 1931 г. < 
В самом общем виде она доказана в 1933 г. А. И. Мальцевым, кото-  __ 
рый дал многочисленные применения этой теоремы в алгебре. При- > -_ 
веденное здесь доказательство предложено Генкином в 1946 г. — 
Вопрос о роли теоремы 7.4 в теории моделей и о приоритете обсуж- ~ — 
дался в докладе Робинсона [3] на Международном конгрессе по 3 
логике, методологии и философии науки в Станфорде (США) ^ < 
B 1960 r. и`в р Bota [2].— Прим. ped. > 


a 
? “ on 


4 
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Bb min сниверие, 710 ие броне Mm Cinkoy фе 4) 
` Заметим, что сё не входит в Sg. Совместность 95 для 
каждого 6 < х устанавливается трансфинитной индук- 
цией. 5, совместно, так как S, = 5. Если 4 — предель- 
ный ординал и Sg совместно для каждого 0 <A, то 


5х =U{Ss |6<A} 


совместно благодаря финитарному характеру отношения 
следования [-. Зафиксируем 6 и предположим, что Эз+1 
не совместно. Докажем тогда, что Sg не совместно: 


Sota ea Н & 1 ей 

Sgt ((Ex) Рь (x) — Fs (ens)) — [Н & 1Н], 

Sgt (Ex) Fg (x) & 7 Fo (En). 
Так как Cys не входит в Sg, TO при выводе логических 
следствий из Sg константу с, можно заменить на любую 
переменную у, не участвующую в выводе. Таким образом, 


Sgt (Ex) Fo (x) & 1 Fely). 


Tak kak Sg является множеством предложений, то универ- 


сальное замыкание любого следствия из 5 . также является > 
следствием множества Se: У 


<. Sgt (Ex) F(z) & (у) “1 Fo (У). ф 


8 Пусть Sy, = U {5 |5 <x}. Тогда 5„ совместно, так м 

“ как каждое Sg совместно и % есть предельный ординал. = 
s Пусть 7 — максимальное совместное множество предло- 
3 жений, содержащее S,. Существование 7 следует из лем- 
S MBI Цорна и финитарного характера отношения |-. Пусть 
NF — произвольное предложение языка ®. Так kak Т 
совместно, то либо TU {F}, либо TU{ Ш} также сов- 
местно. Так как 7 максимально, то FE€T или |F ET. 
Конечно, каждое следствие множества 7 принадлежит Г. 
Модель Y системы S строится с помощью множества 7. 
Для каждой предметной константы © языка & полагаем 


Е ме месту 


Берем ({le] |e € 2} в качестве носителя А системы Y. 
Отношения, функции и выделенные элементы системы 
31 определяем следующим образом: | 


а ое: 


Е 


ae И (leq, «+; [enl) = [el <> 


<=> fj (C1, ,.. ©) = CCT; 


КА ФИТЬ ес Я РХ) § Ctr, -- 30 = т q 


qi рик 6 
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пр -- 0 
Установим теперь, что AES. Для этого достаточно 
показать, что для любого предложения F языка & 


У fe РСТ. 


Доказательство ведется индукцией по числу шагов | 


в построении Р. 
(i). Пусть ¢ — константный терм языка ®. Для неко- 


торого 6 < х Fs (x) есть # = x. Тогда { = съ Е Т. Поэто- > 


му для каждого константного терма &,; языка ® существует 
предметная константа с; языка &, такая, что [| = 
= [e;]. Следовательно, 
BER figs oy. bee RF led oe fe 
6 Не CT SE Re hy Fe oe Be 

Gi) We Fr Seer thes ПРЕГ. | 

(11) ЧЕЁР& 4 <> МЕР и AEG] <> РЕ& СЕТ. 

(iv) Допустим, что WE (Ez) Fe (x). Тогда ХЕ Fs (©) 
для некоторого [6] € A. Таким образом, Рь (ec) € T 
и (Ex) Fg (1) ЕТ. Допустим теперь, что (Ez) Рь (1) Е Г. 
Тогда Fo (€ns) ЕТ, AE Fo (Cns) и ЧЕ (Ez) Fo (1). O 


Теорема 7.1 объединяет результаты, принадлежащие 
главным образом ') Гёделю, Сколему, Тарскому. Доказа- 
тельство теоремы 7.1 проведено здесь методом Генкина — 
методом, ставшим центральным в теории моделей. Воз- 
можно, это произошло потому, что способ построения 
модели по Генкину принимает в расчет окончательные 
следствия решений, полученных на промежуточных шагах 
построения. 


Teopueti Т называется совместное множество предложе- 


ний. Запись 7, Cc ТГ. означает, что каждое логическое 
следствие из 7, является также логическим следствием 
us Г., danuch 7. — J означает wo 7, oT, uw Г.Т 
Теория 7 называется полной, если T+ F или ГЕ IF для 
любого предложения Г в языке теории 7. По теореме 7.1 
теория 7 полна тогда и только тогда, когда все модели 
для Г элементарно эквивалентны. Геория системы УТ, 


1) См. примечание на стр. 24 .— Прим. перев. 


ey te 


24 $ 7. Основная теорема существования 


обозначаемая через ТЗ, — это множество всех предло- 
жений языка ®., истинных BY, где т — сигнатура систе- 
мы Y. Очевидно, 7Y полна для любой системы Y. 


Следствие 7.2 (компактность)*). Пусть 5 — такое мно- 
жество предложений, что каждое конечное подмножество 
множества S имеет бесконечную модель. Тогда S имеет 
модель мощности х для каждого х > max (a, card 5). 


Доказательство. Пусть {65 |6 < *} — мно- 
жество предметных констант, не входящих в предложе- 
ния из S. Положим 


И. lien 6, [ок 


Если У — конечное подмножество в W, то оно совместно, 
так как УГ] 5 имеет бесконечную модель. По теореме 7.1 
W имеет модель З мощности < x. Но мощность модели 
Y не может быть меньше, чем х, так как различным © 
должны соответствовать различные элементы системы YA. 1 


Следствие 7.3 (Сколем — Лёвенгейм). Пусть A — 
бесконечная система сигнатуры т. Тогда 8 имеет, собствен- 
ное элементарное расширение мощности % для любого 

хХ > шах (card 3, card &,). 


Доказательство. Пусть 7 — полная теория 
‘истемы (YW, а).ед. Модели теории Т совпадают с эле- 
ментарными растпирениями системы Y%. Возьмем пред- 
метную константу 6, не входящую в Г. Положим 


S=TU {b#a|a€ A}. 


Если 5. © и Sy конечно, TO можно сделать моделью 

для 90, сопоставляя константе 8 некоторый элемент мно- 

жества A, не упоминавшийся в S,. По 7.2 S имеет модель 

3 мощности x. Пусть т: А > В — такое отображение: 
та = а®. 


Тогда т: {-> № элементарно и 68 ЕВ — т [4]. 0 


1) Это следствие впервые доказано А. И. Мальцевым.— Прим.ред. 
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Теоремы 7.1, 7.2 и 7.3 могут навести на мысль (но лишь 
того, кто склонен к поспешным заключениям), что методы 
теории моделей применимы только для построения алге- 
браических систем, допускающих простое описание. 
Кажется, что если требуется система со свойством Р, то 
нужно сначала найти теорию Г, все модели которой обла- 
дают свойством P, а затем применить теорему 7.1. Однако 
это предположение ошибочно. Теория моделей, несмотря 
на ее огромную общность, имеет более тонкие методы, 
чем прямое применение теоремы 7.1. Если бы это было 
не так, то предмет был бы слишком скучным. Один такой 
метод состоит в том, что многократно применяется теоре- 
ма 7.3 для построения элементарной прямой системы 
(см. $ 10), а затем используется теорема 10.3. 

Теория полей (ТЕ) состоит из следующих предложений: 

(1) (x)(y)(z) [(@ Ру +z2=2+ +a; 

(2). (x) te + O- = zh 

(3) (=) [z + (—2) = 01; 

(4) (2) (у) п ту=у- 28 

(5) (x) (у) (=) (x+y) -z = x- (y-2)]; 

(6) (x) #4 = al; 

О = 

(8) (x) (у) ш-у = у-21; 

(9) (x) (и) (2) 1. (y + 2) = (24) + (1-2); 

(40): 9-Е 1. 


Модель для TF — не что иное, Kak поле. 


УпрРАЖНЕНИЕ 7.4 (Робинсон). Пусть F — предложение 
языка теории полей. Пусть Ё истинно в каждом поле 
характеристики 0. Показать, что существует такое число 
п, что F истинно в каждом поле большей, чем п, характе- 
ристики. 


УпрРАЖНЕНИЕ 7.0. Пусть 7 — теория, не имеющая бес- 
конечных моделей. Показать, что существует такое число 
п, что каждая модель для Г. имеет мощность меньше, 
чем п. 


УпрАЖНЕНИЕ 7.6 (Вот). Пусть 7 — счетная теория, 
не имеющая конечных моделей, и х — бесконечный кар- 
динал, такой, что любые две модели для 7 мощности х изо- 
морфны. Показать, что теория Т полна. 
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УпрАЖНЕНИЕ 7.7. Показать, что теория 7 полна тогда 
и только тогда, когда для любой пары УТ, & моделей для 


T существуют ©, f: Y > биё: 86. 


УпрРАЖНЕНИЕ 7.8. Придумать элементарно эквивалент- 
ные линейные порядки (А, < ) и (В, < ), такие, что 
(A, < )— полный порядок, а (В, < ) — нет. 


УпрРАЖНЕНИЕ 7.9 (Артин). Пусть 3 — поле характе- 
ристики 0, а Зи © — алгебраические расширения %. До- 
пустим, что каждый многочлен от одной переменной с ко- 
эффициентами из YX имеет корень в % тогда и только тог- 
да, когда он имеет кореньв ©. Показать, что  изоморфно 
© над WM. (Допущение, что 3 имеет характеристику 0, 
не является необходимым (Акс).) 
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Понятие модельной полноты появилось в связи с тео- 
ремой Гильберта о нулях (9.2). Теория 7 называется 
модельно полной (Робинсон), если каждый мономорфизм 
между моделями для Т является элементарным. Под 
диаграммой ОЗ системы Y мы понимаем множество всех 
атомных предложений и отрицаний атомных предложений, 
истинных в (3, а)ед. (Если AW — мультипликативная 
группа, то DY содержит ту же информацию, что и табли- 
ца умножения для 3.) Класс моделей для DY совпадает 
с классом расширений системы 3. Экзистенциальной фор- 
мулой называется формула вида 


(Ey,) ... (Eym) Н, 
где т > 0 и A не содержит кванторов. 


_ ПрЕдложениЕ 8.1. Если С (11, ..., 2p) — эвзистенци- 
альная формула, BE G(e, ..., се) и g:&>D, то 
DEG (ge, -... Pen): 
Доказательство. Пусть G(x, ..., tp) — 
формула 
ое, ВЫ 


где H не содержит кванторов. Тогда 
© ST (C1, . о 09 Сл, 1, с © 09 a») 


~ 


on 
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для некоторых d,, ..., dm ЕС. Но в этом случае 
DEA (ge, ..., Jen, Gd, ..., 94»), 
а значит, 
Df ye. г. 5900 


ТЕОРЕМА 8.2 (Робинсон). Для любой теории Т следую- 
щие условия эквивалентны: 

(i) Т модельно полна; 

(ii) TUDA есть полная теория для каждой модели 
MW теории Т; 

(11) для любой формулы Е существует экзистенциаль- 
ная формула G, такая, что ТЕЁЕ == (0. 


Доказательство. Пусть Т модельно полна 
и ДЕ 7. Пусть 3, и 8, — модели для TU DY. Покажем, 


что №, = №,; из 7.1 тогда будет следовать, что TYUDY 


полна. Так как 3, (i = 1,2) — модель для TUDQYA, 
существует мономорфизм };: 3 —> №;. Так как 7 модельно 
полна, f; является элементарным. Следовательно, 


ЗЕ а, <3) 3,0) Sas ЕТ на 


Предположим теперь, что выполнено условие (iii) 
и 2: © > D — мономорфизм между моделями для T. 
Пусть F (51, ..., Xn) — формула в языке теории Т. По 
условию (iii) существует экзистенциальная формула 
а. By), FARO, TO 


Р-Р, аб.) 
Допустим, что © ЕР (c,, ..., Cy). Torma CEG (Oxy ox 
> Cy); DEG фе, -. 596, 10.6.1, потому № 
ЕР (961, ..., gen). Таким образом, из (iii) следует, что 


Т модельно полна. 

Наконец, допустим, что выполнено (11), и покажем, что 
выполняется также (111). Пусть 5 получается из Т добав- 
лением следующих предложений: 

(1) F (©), где © не входит в ХТ. 

(2) 1K (©) для каждой экзистенциальной формулы 
К (x), такой, что ГЕ К (x) > F (2). 

Допустим для доказательства от противного, что 5 
совместно. По 7.1 S имеет модель З. Ясно, что 
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(91, @)aca Е F (с) для некоторого c € A. Из (ii) следует, 
что TUDAE Е (©). Ввиду финитарного характера отно- 
шения + получаем 


ГНО (©, ay, ..., ам) > Е (©), 
где О (6, а1, ..., Am) есть конъюнкция конечного числа 
предложений из DY. Tak как с, Ay, ..., Am — предмет- 


ные константы, не входящие в Г, их можно заменить на 
переменные. Поэтому 


ГНО ($, 91, ..., Lm) > F (2), 
где О не содержит кванторов. Таким образом, 7 + K(x) > 
— F(x) и UE К (6), где К (x) — экзистенциальная фор- 
_ мула | 

(Ех!) ... (Erm) О (x, ть, -.., Lm). 


Но из определения 5 следует, что YE | К (©). 
Несовместность 5 означает, что должны существовать 


экзистенциальные формулы К, (x), ..., K, (x), такие, что 
ТНК, (2) > F (2) (1 <i<n), 
Е P@) ky Gy V+. УК, 
livers. © (му... У BR, Ge “Torna 


| F(x) = G(x), и G(x) логически эквивалентна неко- 
торой экзистенциальной формуле. Г] 


Для интуитивного понимания последней части дока- 
зательства заметим следующее. Естественно было бы в ка- 
честве G взять «бесконечную дизъюнкцию» всех экзистен- 
циальных формул, из которых вытекает РЁ. Теорема 7.1 сво- 
дит «бесконечную дизъюнкцию» к конечной дизъюнкции. 
В случае возможности такого сведения бесконечного к ко- 
нечному говорят о феномене компактности. 


УпрРАЖНЕНИЕ 8.31). Пусть 7 — теория, Ё — предло- 
жение и {G; |i Е Г} — множество предложений. Пусть 
для каждой модели YA для Г существует такое i Е Г, что 
WEF > G,. Показать, что существует конечное подмно- 
жество J CJ, такое, что T+} F>V {G; ЕЛ}. 


1) Результат А. И. Мальцева, см. примечание Ha стр. 21 .— 
Прим. ред. 


$ 9. Модельная полнота алгебраически замкнутых полей 29 


Упражнения 8.4 (Робинсон). Пусть 7 модельно полна 
и имеет модель, вложимую в каждую модель для ТГ. Пока- 
зать, что Г полна. 


$9. МОДЕЛЬНАЯ ПОЛНОТА АЛГЕБРАИЧЕСКИ 
ЗАМКНУТЫХ ПОЛЕЙ 


_ Теория алгебраически замкнутых полей (ACF) есть 
расширение теории полей (ТЕ) с помощью требования, что 
каждый многочлен, не являющийся константой, имеет 
корень. Теория ACF получается из TF добавлением пред- 
ложения 


(Hi) <2 и... 
Se Bat Ув == 0 
для каждого п >0. 


TropeMa 9.1 (Робинсон). Теория АСЕ модельно полна. 


Доказательство. Пусть f: AY > B — моно- 
морфизм алгебраически замкнутых полей. По 7.5 суще- 


ствуют в: 9 >A, ий: B a %.1, такие, что card YJ, = 
= сага №, >card №. Если существует изоморфизм 


К: U, ыы $1, такой, что 
kg = hf: U—> By, 


то мономорфизм f элементарен по 6.1. Можно считать, что 
f, g ий — тождественные вложения. Пусть U (соответ- 
ственно У) — базис трансцендентности для YW, (соответ- 
ственно %,) над YW. Система 5 бесконечна, значит, №, 
несчетна; следовательно, card U = сага У. Пусть А: VU > 
— V — взаимно однозначное соответствие между U и ТУ. 
Расширим А до 


ky: UM (0) — Ч (Т) 
так, что A, тождественно на 3. Можно расширить k, до 


Ко: U, > By. так как Y, (соответственно %,) есть алге- 
браическое замыкание поля 9((7) (соответственно 


W(V)). O 
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Приведенное выше доказательство использует тот 
довольно специальный факт, что любые два несчетных 
алгебраически замкнутых поля одной и той же мощности 
и характеристики изоморфны, поэтому мало надежды при- 
менить его в общей ситуации. В частности, его нельзя 
использовать для доказательства модельной полноты тео- 
рии вещественно замкнутых полей. Модельная полнота 
этой теории будет доказана в $ 17 фактически универсаль- 
ным методом, использующим насыщенные алгебраические 
системы. 


Следствие 9.2 (Гильберт). Пусть S — конечная система 
полиномиальных уравнений и неравенств от нескольких 
неизвестных с коэффициентами из поля YW. Если 5 имеет 
решение в некотором поле, расширяющем YA, то она имеет 
решение в алгебраическом замыкании поля YA. 


Доказательство. Пусть т — сигнатура сис- 
темы 53. Существует предложение Н языка &,,4, такое, 
что для каждого поля № > YW система 5 имеет решение 
в № тогда и только тогда, когда BE HA. По 9.1 каждое 
алгебраически замкнутое расширение Y является эле- 
ментарным расширением алгебраического замыкания 31. O 


Формула Ё называется универсально экзистенциаль- 
ной, если она имеет вид 


(71)... (Xm) (Ву!) ... (Eyn) G, 

где т > 0, п > 0 и не содержит кванторов. Теория T 
называется универсально экзистенциальной, если суще- 
ствует теория W, такая, что Г = W и каждый член W 
является универсально экзистенциальным предложением. 
Теория ACF является универсально экзистенциальной; 
этот факт не кажется случайным, если взглянуть на него 
в свете утверждений 9.1 и 9.3. 


ПрРидложениЕ 9.3 (Робинсон). Если Т модельно полна, 
то она универсально экзистенциальна (ср. с упражнением 


10.5). 


Доказательство. Формула называется пренек- 
сной нормальной формулой, если она имеет вид 


(0121)... (0,2) H, © 


ий 4 
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где Н не содержит кванторов, п >20 и для каждого i 
(1 <i<n) (0;х;) обозначает либо (Ех;), либо (х;). Рангом 
пренексной нормальной формулы называется число пере- 
мен кванторов, входящих в ее кванторную приставку; 
под переменой кванторов понимается вхождение (x) (Ky) 
или (Ex) (у). Таким образом, приставка 


(2) (ay) (Ехз) (Еда) (25) (Ехо) 


имеет три перемены кванторов. 

Пусть И’ — множество всех универсально экзистен- 
циальных предложений, доказуемых в Г. Каждая фор- 
мула логически эквивалентна пренексной нормальной фор- 
муле, поэтому достаточно показать следующее: если Ё — 
пренексная нормальная формула и ГЕ Ё, то WEF. До- 
казательство ведется индукцией по рангу РЁ. Допустим, что 
THF. 


(i) Е есть (51)... (%,) а, где С имеет меньший ранг, 
чем F. Тогда ГНа, Инси ИНА/Е. 
(ii) Ресть (Ех!) ... (Ez,) G, где @ имеет меньший ранг, 


чем F. По 8.2 Т |} а <> К для некоторой экзистенциальной 
формулы А. Формула С <> К логически эквивалентна 
конъюнкции двух пренексных нормальных формул, 
каждая из которых имеет тот же ранг, что и G, поэтому 
WtG< К. Тогда Tt (Ех!) ... (Ех,К, WE (Еж)... 
ee Oe м. 

(iii) F имеет ранг 0. Тогда F есть логическое следствие 
некоторого универсально экзистенциального предложе- 
ния, принадлежащего И’. O 


Формула называется универсальной, если она имеет вид 
(21)... (1) Н, 


ren > О иН не содержит кванторов. Теория 7 называет- 
ся универсальной, если существует такая теория W, что 
Т = И’ и каждый член W является универсальным пред- 
ложением. 


YuPAKHEHHE 9.4 (Лось, Тарский). Показать, что тео- 
рия Т универсальна тогда и только тогда, когда любая 
подсистема любой модели для Т также является моделью 
ir: 7: 
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УПРАЖНЕНИЕ 9.5. Показать, что теория алгебраически 
замкнутых полей характеристики 0 полна. (Тонкое место: 
для полноты требуется фиксированное рациональное зна- 
чение для 0-!.) 


$ 10. ПРЯМЫЕ ПРЕДЕЛЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ 


Операция взятия прямых пределов используется для 
построения новых алгебраических систем, например насы- 
щенных моделей о-стабильных теорий, существование 
которых не вытекает непосредственно из теоремы 7.1. 

Под направленным множеством (D,< ) мы понимаем 
множество D с частичным порядком <, такое, что для 
любых i, j €D существует ЕД со свойством {< Ёи 
7 < №. Прямой системой {З;, т;;} алгебраических систем 
и мономорфизмов называется совокупность, состоящая 
из направленного множества (0), <), семейства 
{M; | Е)} алгебраических систем и семейства 
{mj AU; — A; |i <7 €D} мономорфизмов, удовлетво- 
ряющих условиям: 

(а) m;;: UX; > A; — тождественный мономорфизм, 

‹ (b) ть = тт» TIE <] KH. 

Пусть A =Ц{А; X {i} |i ЕВ}. Если (a, i), (6, jE 
€ A, то считаем (a, i) ~ (b, j), если тра = m;,b для 
некоторого А ЕД. Понятно, что ~ есть отношение экви- 
валентности. Обозначим через А» соответствующее мно- 
жество всех классов эквивалентности, а через [а, i] — 
класс эквивалентности, содержащий (а, i). 

Прямым пределом прямой системы (З;, т;;) (он обозна- 


чается через lim 3[; или через A.) называется алгебраи- 
—= 
ческая система с носителем А». Отношение 


(Г к ta eh 
выполняется тогда UA только тогда, когда выполнено 
р 
Дт» (т; вал, + 4,94 Mi nan) 


для некоторого А, такого, что i; < k для всех # (1 SMt< 


wT 
м 
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< п). Функции и выделенные элементы определяются 
подобным же образом. 
Мономорфизм 


MN joo: УГ; ыы YI oe 


определяется равенством ™M;~a = la, il. Очевидно, что 
ТуоТ:} = Mio При t Sj. 


ТЕОРЕМА 10.1 (Тарский, Вот). Если {93;, т;;} — 
прямая система алгебраических систем и элементарных 
мономорфизмов, то мономорфизм Mio: Xi — Ч является 
элементарным для всех 1. 


Доказательство. Достаточно показать — 
индукцией по числу шагов, требуемых для построения 
Е (a, ..., @,) из атомных формул языка ®.д,, — что 
для всех 1 


WAP (ат, я: ee An) SS У» Е (Mj oA, ~ » #9 77%; Ay). 


Интересен единственный случай, когда F(a) есть 
(Ex) G(x, а). Предположим, что Wo (Ex) G (х, т; а). 
Тогда | 


WoEG (MjoB, Mj A) 


для некоторого j €D u b € A;. Выберем & Е О, такое, что 
i= k eo ps he Torna 


Wai G (20,02, My, 0M ;;,Q). 


Но индуктивному предположению ЕС (ть 6, 177%: @), 
а значит, MW, Е (Ex) G(x, m;,a). Ho тогда A; Е (Ex) G(z, а), 
так как т;ь элементарно. CL] 


В следующем предложении утверждается, что lim Y; 
os 
обладает свойством универсальности, относящимся к пря- 


мым пределам в общей ситуации параграфа 25. 


Предложение 10.2. Пусть {3[;, т;;} — прямая система 
алгебраических систем и мономорфизмов. Пусть % — алге- 
браическая система и {f;: AX; > B |ie D} — семейство 
мономорфизмов, таких, что fjm;; =f; при i<j. Тогда 
существует. единственный мономорфизм Ё Woo —> №, та- 
кой, что Дт» = |; для всех i. 


3—01005 
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Доказательство. Определим f/f равенством 
f (la, il) = ра. Предположим, что 2: Ao —> № удовлет- 
воряет условию &т;» = f; для всех i. Тогда g;(la, i]) = 
= & (Та) = ра. П 

Пусть y — ординал, {3 |a <} — семейство алге- 
браических систем, таких, что A, < Ag при © < В < у. 
Семейство {Ч |a< у} называется цепью длины т. Это 
семейство можно рассматривать как прямую систему 
{M., tap}, THE “< В и igg: ЗЧ. —> Ag — мономорфизм 
вложения. Прямой предел Ч» системы {Y%,, в} легко 
представить наглядно, так как A. есть не что иное, 


как U{A, |a<y}, и отношение В%® есть просто 


Ц {А “ |a<y}. Поэтому обычно называют Уч объе- 
динением системы {З. |% < yp} и пишут 


U [= y}. 


Цепь {9 |“ <} называется элементарной, если igs 
элементарен для всех я < В < у. 


Следствие 10.3 (принцип элементарных цепей). Объеди- 
нение элементарной цепи является элементарным расши- 
рением каждого члена цепи. 


Доказательство. Непосредственно вытекает 


из 10.1. Г] <a 


ТЕОРЕМА 10.4. Геория T модельно полна тогда и только 
тогда, когда каждая диаграмма следующего вида: 


р. 
/9 A BET 


может быть дополнена указанным здесь способом. 
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Доказательство. Если 7 модельно полна, то 
полагаем g =f, h = iz, № = ©. Предположим теперь, 
что fo: Uo > Bo — мономорфизм между моделями для 
Т. Многократно используя указанное свойство пополни- 
мости диаграмм, можно построить следующую бесконеч- 
ную диаграмму: 


И 12 fgg 
aa a ео 


Е, 
От, 


ыы @ © 0 


912 & 9 


LL, 


Сначала выбираем i, и 801, затем Ни Кот и так далее. 
‚’’ Полагаеме Ч» = Нт A; и №» = Ши ,;. По 10.1 
— м 


— ® 
мономорфизмы Zico: AU; — Чьи К; о: №; ~ Bo являются 
элементарными для "всех i. Построим изоморфизм 
foot [= — №», Такой, Что [ооо == Ко], ТОГДаз из, 6.1 
будет следовать, что fy элементарен. 

Предположим, что аЕ А». Выберем i, такое, что 
Я:о@; = а для ‹ некоторого а; Е А;. ; Определим fa = 
= А; о:а;. Чтобы показать, что определение }„» корректно, 
допустим, что &;»@; = &}»@; =~aAUi< j. Тогда gjja; = 
—= Фу 3 | 

K jcof Ai = Куса: = Kjoof 38 i ji = K joof jj. 
Ясно, что }» есть мономорфизм. Чтобы показать, что fo — 
отображение на В», зафиксируем 6 Е В». Выберем такое 


i, ЧТО К; об; = 6 для некоторого 6; Е В;. Положим а = 
= Siti, ой: 6;. Тогда 


foot = Kita, [1+1 : = Kita, оВьнаб: = 6. O 


Критерий модельной полноты теорий, полученный 
в теореме 10.4, не слишком удобен для применения, так 
как требует построения элементарных мономорфизмов. 
Если Т — некоторая теория полей, то имеющаяся инфор- 


3* 
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мация о моделях для Г говорит много о мономорфизмах 
и очень мало об элементарных мономорфизмах. Понятие 
насыщенной модели даст нам возможность получить кри- 
терий (теорема 17.1) модельной полноты, аналогичный тео- 
реме 10.4, но не требующий построения элементарного 
мономорфизма. 

УпрРАЖНЕНИЕ 10.5 (Чэн, Лось, Сушко). Теория 7 явля- 
ется универсально экзистенциальной тогда и только тогда, 
когда объединение любой цепи моделей для 7 есть также 
модель для 7. 


$ 11. СКОЛЕМИЗАЦИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ 


Сколемизация есть средство для разложения мономор- 
физмов на множители. 

Пусть & — язык. Расширим & до &*, добавив 

(i) новую предметную константу C, для каждой форму- 
лы Г (51) языка &; 

(ii) новый и-местный функциональный символ f, Для 
каждой формулы F (71, ..., tn+1) языка &. 

Определим язык 4, называемый сколемизацией У, 
следующим образом: 


о пои то}. 


Пусть 7 — теория в языке %®. Сколемизация 7'* тео- 
рии 7 есть теория в языке 8%, полученная добавлением 
к 7 следующих аксиом Сколема: 

(i) (Ех) F (21) > F (€,); 

(ii) универсальное замыкание формулы 


(Ехо 1) if (74, - 2 +9 Яд» ЕЙ о 
ни В Ги ак в) 
для каждой формулы F (11, ..., Ln, Ln+1) (п > 0) языка LV. 


Говорят, что теория И’ допускает элиминацию кванто- 
ров, если для каждой формулы Ё (в языке теории W) су- 
ществует бескванторная формула G, такая, что 


НЕ == С. 
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Предложение 11.1. Геория Т* допускает элиминацию 
кванторов. 


Доказательство проводится индукцией 
по числу шагов в построении F (51, ..., д.) из атомных 
формул языка L°. Предположим, что F (51, ..., Lp) есть. 
(Бо 0 portbas ge a РОО 
ae = (Ex,+1) Н (74, ee ey Un, ee a 

ee At ning, Basle ae ee 
По индуктивному предположению существует бескван- 
торная формула С (11, ..., х,), такая, что 
И а ео 
Но тогда 
Р-р О нь 


Пусть 3 — модель для Г. Систему У можно расши- 
рить до модели 3 теории Т*, выбирая сколемовские 
элементы су и сколемовские функции f , так, чтобы выпол- 
нялись аксиомы Сколема. Система 3 называется сколе- 
мизацией системы З[. В общем случае для построения 
сколемизации системы 3% необходима аксиома выбора. 
Если D является моделью для Т*, то D имеет единствен- 
ное обеднение до некоторой модели 3 теории Г, оно полу- 
чается удалением из & сколемовских элементов и функций. 
Для любого Х < A назовем сколемовской оболочкой 3 (X) 
наименьшую подсистему системы 38, носитель которой 
содержит Х. Носитель 3 (Х) есть замыкание относитель- 
но функций в 3 множества Х, объединенного с множест- 
ством выделенных элементов 3. 


ТЕОРЕМА 11.2 (по Сколему — Лёвенгейму). Для каждого. 


7: {— существуют в: A> и h: © я 8, такие, 
что f = hgu card © < max (card &, card Y), где t есть 
сигнатура системы УТ. 


Доказательство. Пусть № есть сколемиза- 
ция системы № и © — обеднение системы Bf [А]) до 
системы сигнатуры т. По 11.14 №: (f[Al) < B*, поэтому 
6 = 5.0 


ee as ee ур 
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УпрАЖнНЕНИЕ 11.35 (Сколем). Пусть Ё — формула в язы- 
ке теории 7, такая, что 7* + F. Показать, что ГНА. 


$ 12. МОДЕЛЬНЫЕ ПОПОЛНЕНИЯ 


Понятие модельной полноты, введенное Робинсоном, 
полезно для изучения теории полей и для решения вопро- 
сов, относящихся к разрешимости систем уравнений. Оно 
будет использоваться в $ 40 для того, чтобы оправдать 
определение дифференциально замкнутых полей и выве- 
сти теорему зейденберга о корнях для дифференциальных 
полей. 

Пусть Ги Т. 1 — теории одной и той же сигнатуры. Тео- 
рия Г. называется модельным пополнением теории Т, 
если 7, и Г удовлетворяют условиям 

(i) если ЭГ Т:, то ХЕ Т; 

(ii) если WE Т, то существует № > YA, такая, что BE 
= £4 

(iil) ли ХЕ. Чс 6, BET, ий Gt Ty, 
то (B, @)aca == (©, @)aea. 

Если Г, есть модельное пополнение Г, то Г. модельно 
полна. Может случиться, что 7, и Г удовлетворяют (i) 
и (ii), 7, модельно полна, но не является модельным попол- 
нением 7’. 


ТиорЕмА 12.1 (Робинсон). Если Ту и Т. — модельные 
пополнения T, то Ty = Т.. 


Доказательство. Пусть YW есть произволь- 
ная модель для 74: покажем что она является моделью 


для Г... Определим цепь алгебраических систем 


{Зи [п < о}: 

(1) Wo = Y. 

(ii) Предположим, что „Е Т.; тогда UA, ET и cy- 
ществует система %o,4, > Wen, такая, что. Чин: Е Го. 

(iii) Предположим, что ЗЧ. Е Г.; тогда ЧЕТ 
и существует система Wonts D 9[5„-+1, такая, что] [51-2 Е 
ЕТ. 

Положим Wo = Ц {1 |n<ow} =U а [п< о}. 
Цепь {3., |п < ®\ является элементарной цепью, 
так Kak Г, модельно полна. Следовательно, Ay < An 
по принципу элементарных цепей (10.3). — Анало- 
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гично 3, < ЗФ». Таким: образом, З < AW, по 6.1. 
Поэтому каждая модель для Г, есть также модель 
для Г.; по симметрии, каждая модель для Г. является 
моделью для Ty. Значит, 7, = Т. по 7.1. 0 


“ТЕОРЕМА 12.2 (Робинсон). Теория алгебраически замк- 
нутых полей является модельным пополнением теории 
полей. 


Доказательство. Пусть 3 — поле, а Bu 
© — его алгебраически замкнутые расширения. Пока- 
жем, что (5, а).ел == (6, а) ел. Пусть №, (соответ- 
ственно ©,) — алгебраически замкнутое элементарное 
расширение % (соответственно ©), такое, что сага В, = 
=card ©, > сага Y. Существование №, и ©, следует 
из 7.3. Пусть U (соответственно V) есть базис трансцен- 
дентности для №, (соответственно для ©,) над YW. Тогда 
card U = сага У = сага %,. Существует взаимно одно- 
значное отображение f из U на ТУ. Продолжим } до 


fy: 9 (0) > A (V) 
так, что f, тождественно на ЗФ. Тогда можно расширить 


[1 до fo: ®, > 6,, так как №, (соответственно ©/) есть 
алгебраическое замыкание Y (17) (соответственно Y (V)). 
По 6.1 (3, @)аЕА == (©, a )aca- Es 


В $ 17 будет показано, что теория вещественно замкну- 
тых полей является модельным пополнением теории упоря- 
доченных полей. Доказательство использует удобный кри- 
терий насыщенных систем для распознавания модельных 
пополнений. 

Теория линейного порядка (Т.О) имеет me аксиомы: 

в. Па! 

2 He eee tne” Sn esate 255 

(2) (у) la < уку<а а =и. 

Tebaite плотного линейного порядка без наибольшего 
и наименьшего элементов (DLO) получается добавлением 
к LO аксиом 

Ч. (2) (у) (Е) зуд <8< yl; 

е; (x) (Ey) (Ez) ly <x =< zl 
(1 < у есть сокращение для at yk&uA~Ay). 
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ТЕОРЕМА 12.3 (Робинсон). Теория DLO есть модельное 
пополнение теории LO. 


Доказательство. Любой линейный порядок 
YW нетрудно расширить до плотного линейного порядка 
без наибольшего и наименьшего элементов, добавляя 
к Y элементы до тех пор, пока He заполнятся все 
«пробелы». Итак, предположим, что ЗЕ ГО, Ac 5, 
3 < ©, ЗЕШГО и © Е DLO, но (B, age, K (Oya) ge. 


Пусть F (ao, ..., @,) — предложение, такое, что 
ВЕР (4%, .-., а) и GR ТР (a, ..., @,). Возьмем 
конечную подсистему ЧФ. системы YW с носителем 
{а,..., a}. По 11.2 (теореме Сколема — Лёвенгейма) 


существуют счетные системы’ №, и ©,, такие, что Ay < 
< №, < 8 и Ч, — ©, < 6. Очевидно, 


ie сы И с @ aS 
Однако это невозможно, так как существует изоморфизм 


7: , > 6., удовлетворяющий условию fa; =a; для 
всех i < п. Можно построить такой f методом Кантора. 
Занумеруем B, и C: 


Be = 4, [6 И сео, 


где а; = 6; = с; для всех i < п. Определим f индукцией 
Шо. +. 


Cayman 1, tea me Тогда №: — вы 


Случай 2. i>nui четно. Пусть f/f уже определен 
на некотором конечном b,c В. Пусть 6 — элемент из 
В — By, имеющий наименьший индекс. Множество B, 
линейно упорядочено, и элемент 6 расположен относитель- 
но элементов множества В, определенным образом. Тогда 
должен существовать элемент с € Cy, который расположен 
относительно элементов множества f [B,] таким же обра- 
зом, потому что © есть плотный линейный порядок без 
наибольшего и наименьшего элементов и f[B,| конечно. 
Полагаем fb = с. 


Случай 3. Е > п и нечетно. Действуем так же, 
как в случае 2, поменяв ролями Вт и Cy. Пусть множество 
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уже построенных значений { есть некоторое конечное 
подмножество Сс Cy. Пусть с — элемент из C, — Cp 
с наименьшим индексом ит. д. [] 


$ 13. ПОДМОДЕЛЬНАЯ ПОЛНОТА 


Теория 7 называется подмодельно полной, если 
TUDY является полной теорией для каждой подсиете- 
мы XY любой модели для Г. 


Теорема 13.1. Подмодельная полнота теории Т эквива- 
лентна каждому из следующих двух условий: 

(1) Т допускает элиминацию кванторов; 

(2) каждая диаграмма следующего вида: 


© 
ие. 


~ 
SQ 


может быть дополнена указанным, здесь способом. 


Доказательство. Предположим, что 7 под- 
модельно полна, и докажем (1). Пусть F (x) — формула 
в языке теории Т, a S — множество, состоящее из следую- 
щих предложений: 

(1) Т, Е (©), где © не входит в Т; 

(ii) 1K (с), где К (x) — любая бескванторная форму- 
ла, такая, что T + К (x) > F (2). 

Допустим, что S совместно. По 7.1 5 имеет модель Y. 
Пусть константа с интерпретируется элементом c ЕДА, 
и пусть © — наименьшая подсистема алгебраической 
системы Y, содержащая элемент ©. Тогда 


TUDE F (в), 


так как WEF (с) и W можно рассматривать как модель 
полной теории Т| 06. Каждый элемент множества С 
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является значением константного TepMa, построенного 
из с, предметных констант и функций теории Г. Таким 
образом, 


где К (x) — бескванторная формула и WE К (6). Так как 
с не входит в 7’, то 


ГНК (x) > F (1). 


Но тогда 9 Е ``] К (<) по определению 5. Получили про- 
тиворечие. 
Так как 5 несовместно, то 


TF (x) > К (2) 


для некоторой бескванторной формулы К (x), такой, что 
ТНК (1) > F (2). 
Теперь предположим (1) и докажем (2). Пусть 


W = T({B, 6)ьев) UDOU {fa = да |a € A}. 


Если найдется такая алгебраическая система ©, что 
$) Е И’, то D дополняет диаграмму требуемым способом. 
Допустим, что W несовместно. Тогда существуют F(x, хо), 
С (х1, х.), а6СА, БЕВ — 1 [А] исЕС — # [А], такие, что 
(ii) SEF (DB, fa); | 
(ii) G (21, x.) — бескванторная формулайи © Е С((с, да); 
(iii) F (b, fa) & С (с, ga) & fa = да несовместна \. 
По (1) существует бескванторная формула A (z,), 
такая, что 


ТН (Ез) G (2, 1.) <> H (2). 
Следовательно, © Е (ga), ЖЕН (а) и BEA (fa). Но 


тогда 


ЕР (b, fa) & (Ex) G (x,, fa), 


что невозможно в силу (Ш). 


1) Для простоты обозначений автор проводит доказательство 
для частного случая. Общий случай рассматривается аналогично. — 
Прим. ред. 
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Наконец, предположим (2) и покажем, что Г подмо- 
дельно полна. Пусть ]: {-— № и g: A—> Cy — моно- 
морфизмы и Жи 6, являются моделями для Т. Мно- 
гократно применяя (2), получим следующую бесконечную 
диаграмму: 


Сначала выбираем hy, и ko, затем toy MU joy и так далее. 
Пусть №» = lim &%; и © = lim ©. `По 10.1 мономор- 


— — | 
физмы Й; о: №,-> Bo И tio: ©; — ©» являются эле- 
ментарными для всех $. Как ив 10.4, можно найти такой 
изоморфизм 


а =. Boo, 
ЧТО „Вы? = took. Тогда по 6.1 
(Bo, fa raga == (Go, 84 ав. 
Таким образом, 7 UYU DY полна. [Г] 


ТЕОРЕМА 13.2 (Робинсон). Всли Т — универсальная 
теория и Т* — ее модельное пополнение, то Т* допускает 
элиминацию кванторов. 


Доказательство. Ввиду 13.1 достаточно пока- 
зать, что Г* подмодельно полна. Пусть Qf есть подсистема 
модели для Г*. Тогда каждое универсальное предложение, 
доказуемое в 7*, должно быть истинно BY. Следователь- 
но, ДЕТ, а значит. T* UDA полна. O 


Следствие 13.3 (Тарский, Робинсон). Геория алгебраи- 
чески замкнутых полей (ACF) допускает элиминацию кван- 
торов. 
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Доказательство. Получается из 12.2 и 13.2. 


Из следствия 13.3 немедленно вытекают некоторые 
результаты относительно алгебраических множеств и раз- 
решимости конечных систем полиномиальных уравнений. 
Под п-мерным комплексным алгебраическим множеством 
понимают множество всех комплексных решений некото- 
рой конечной системы полиномиальных уравнений от п 
неизвестных с комплексными коэффициентами. Из 13.3 
следует, что проекция п-мерного комплексного алгебраи- 
ческого множества на т-мерное пространство есть конеч- 
ное пересечение конечных объединений т-мерных ком- 
плексных алгебраических множеств и их дополнений. 

Пусть S — конечная система полиномиальных уравне- 
ний и неравенств от нескольких неизвестных с коэффици- 
ентами с:, ..., си. Утверждение, что S имеет решение, 
может быть выражено некоторым экзистенциальным пред- 
ложением F (с.,..., G,). По 13.3 существует такая бес- 
кванторная формула Н (x1, ..., X,), что 


Е ау о. м). 


Пусть 3[ — любое алгебраически замкнутое поле, содер- 
жащее Cy, ..., с». Тогда S имеет решение в Y в том и 
только в том случае, когда 


В о, a a9) 


Благодаря этому мы имеем «алгебраический» критерий 
разрешимости 5, так как для нахождения истинностного 
значения Я (с, ..., ©.) в UA требуется лишь вычислить 
значения конечного числа многочленов от Cy, ..., Cp 
и выяснить, какие из них равны нулю, а какие нет. 


$ 14. СОГЛАШЕНИЕ О СЧЕТНОСТИ СИГНАТУРЫ 


С этого момента будем предполагать, что сигнатура 
Е. №: $) 


является счетной, т. е. [, J и К — счетные множества. 
Поэтому любая алгебраическая система, рассматриваемая 
в следующих параграфах, будет иметь лишь счетное число 
предикатов, функций и выделенных элементов. Единствен- 
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ным исключением будут системы вида (A, У)усу, где 
9% — алгебраическая система счетной сигнатуры, а 
У — несчетное подмножество в А. В дальнейшем любая 
теория Т будет множеством предложений некоторого 
языка ,, где т — счетная сигнатура. (Если т счет- 
на, то №. счетно.) Исключением будут теории вида 
Т ((A, yyey), где У — несчетное подмножество в А. 

Приведенное выше соглашение позволит упростить 
изложение многих результатов, сохранив их существенное 
содержание. 


$ 15. ТИПЫ ЭЛЕМЕНТОВ 


Для более тонкого изучения алгебраических систем 
потребуется понятие типа элемента. 

Пусть 7 — полная теория. Для каждого п >0 обоз- 
начим через ЁР„Т множество всех формул в языке теории 
Т, не содержащих свободных переменных, отличных 
от 11, ....52. Две формулы F и С из Е,Т называются 
эквивалентными, если T+ F<«+G. Пусть [F] — класс 
эквивалентности формулы Ё. Обозначим через В„Т булеву 
алгебру, состоящую из всех классов [Ё], где Ё входит 
в Р.Г. Булевы операции в Б,„Г определяются следу- 
ющими равенствами: 


[F] U lal = IF V Gl, 
[РП [IG] = И &Gl, 


7g Bad be Med a 
Формула F (51, ..., Lp) называется совместной с Т, если 
ТЕ (Bay) cn: CU ta: fs ine 


Множество 5 < F,7 называется совместным с Т, если 
конъюнкция любого конечного числа элементов из 5 сов- 
местна с Т. Максимальное совместное подмножество р 
множества Р„Т называется п-типом. Если каждую фор- 
мулу F Ер заменить на [F], то полученное подмножество 
множества B,7', которое также обозначается через р, об- 
разует максимальный дуальный идеал. Таким образом, 

(i) если Гбри СЕр, то Е& СЕ, 

Gi) Р.Е р <> 1 FG p. 
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Каждое совместное подмножество из Ё„Г можно допол- 
нить до п-типа. Обозначим через S,7' множество всех 
п-типов теории Г. (Конечно, S,7 есть стоуновское про- 
странство алгебры 6,7; ero топологические свойства 
будут использоваться в следующих параграфах.) 

Пусть WET и ay, ..., 4 ЕА. Мы говорим, что 
_ последовательность (41, ..., аа) реализует п-тип р Е 
Е, Г в A, если 

Ser С 6.5 es) 


для каждой формулы F € p, т. е. если (ay, ..., а, ) удов- 
летворяет BY каждой формуле F (71, ..., t,) € p. Если 
ВЕ 0 0.. a. bre byt 


{F (2; $. x) | SEF (61, oe ey b,)} 


есть N-TUI, а именно TOT п-тип, который (by, ..., bn) 
реализует в 


Предложение 15.1. Пусть YW — бесконечная алаебраи- 
ческая система, Y CA. 

(1) Если рЕЗ»,Т (A, ужеу), то существует систе- 
ма $ > Ч, такая, что п-тип р реализуется в (№, y dycy 
и card % = сага Y. 

(2) Существует система % > YW, такая, что каждый 

п-тип p €8S,T ( (9, у) реализуется в % и сага % < 
es. card. Wx дюн 


Iona garewnorns.. (1) -llyer в. : ...¢ — 
предметные константы, не входящие в формулы из 
Т ((M, yoyey). Пусть S есть 


И ((9Г, a)aea) ULF (ст, e 8 69 ©) | F (тт, ча. Ln) Ep}. 


Можно рассматривать TJ ((Y, @)gceq) как расширение 
Т ((U, yyey), если предположить, что а = Y для всех 
ТЕХ cA. Torna 


PED ТЫ. as. Mey ET UG a aca) 


для каждой формулы F (71, ..., L,) € p. Отсюда следует, 
что 5 совместно. По 7.1 5 имеет такую модель №, что 
card 8 = card A, A < Bu p реализуется BB. 

(2) следует из (1) и принципа элементарных цепей (10.3). 
Пусть х = cardS,7 (43, уу). В силу соглашения 
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о счетности ($ 14) х < 2№ах (®, сага). Пусть {py |6 < 
<=} — полное упорядочение S,T7 ((9[, ууу). Опре- 
делим по трансфинитной индукции элементарную цепь 
{We |6 < x}: 

(i) Wo = Ч. 

(11) Предположим, что We уже определена и Ay < Ay. 
Тогда (Mo, У)уеу == (We, Yyey, поэтому ps, который 
является элементом S,J' (431, y)yey), можно рассмат- 
ривать как элемент S,T ((Yo, У)уеу). По 15.1 (1) суще- 
ствует система +, > , такая, что ру реализуется 
в 6+1 и card Wei, = card Ye. 

(iii) Предположим, что Зв уже определены: для всех 
б, меньших чем некоторый предельный ординал Л, и что 
{36 |0 < Л} — элементарная цепь. Полагаем ФЗ, = 
= U{A,|6< A}. Тогда Ч. > Зь для всех O<A 
по 10.3. 

Пусть № = ЗФ». Тогда pg реализуется в №, так как 
% > Wei, и рь реализуется в 3:1. С помощью трансфи- 
нитной индукции нетрудно показать, что card 95 < 
< сага MY xX card 6 для всех 6 <х. O 
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Насыщенные системы используются при разработке 
теоретико-модельных вариантов синтаксических понятий 
(примером может служить характеризация модельно. пол- 
ных теорий, данная в 17.1), а также при изучении катего- 
ричности (например, характеризация @®-категоричности, 
полученная в 18.2). 

Пусть 93 — бесконечная алгебраическая система, 
Y cA. Система УХ называется насыщенной над У, если 
каждый тип р € 51Т ((M, y)yey) реализуется в Y (более 
точно, в (YM, у)усу). Система Q называется насыщенной, 
если $ насыщена над каждым Ус: A, таким, что сага У < 
< сага А. Пусть х — бесконечный кардинал. Тогда % 
называется х-насыщенной, если насыщена для каждого 
Y cA, такого, что сага У < x. Понятие насыщенности 
не является абсолютным в смысле Гёделя [1]. 

Традиционные примеры насыщенных систем — мно- 
жество рациональных чисел, рассматриваемое как плот- 
ный линейный порядок без наибольшего и наименьшего 
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элементов, и комплексные числа как алгебраически зам- 
кнутое поле характеристики 0. 

Пусть 3 = (A, <) — линейный порядок, т. е мо- 
дель для ГО ($ 12). Порядок MY называется х-плотным, 
если для каждой пары множеств Х, У < А мощности < хи, 
такой, что 


ЗЕЕ (2) (у)  ЕХ &у ета 


выполняется 


УЕ (Ez) [(2) (Е Х < 2) & (у) (уЕУ- < у). 


Порядок ЗЧ называется плотным, если он ®-пПлотный. 


ПрЕдложЕниЕ 16.1. Пусть A — плотный линейный 
порядок без наибольшего и наименьшего элементов. Тогда 
система YX х-насыщена в том и только в том случае, когда 
она является х-плотным порядком. 


Жо sat ea bet sO.” ль Я = А: =) ес 
х-плотный линейный порядок, и пусть Ус А имеет 
мощность < х. Возьмем р Е S47 ((M, yyey). По 12.3 
и 13.2 теория DLO допускает элиминацию кванторов, 
поэтому можно предполагать, что каждая формула 
F (x1) Ер бескванторна. Следовательно, формулы из р 
определяют сечение в множестве У, занятое элементом 21. 
Таким образом, существуют A, и А., такие, что У = 
= A, U A, и р эквивалентно {@, < 2, | a, ЕА,} | {71 < 
< а. |a,€A,}. Тогда р должен быть реализуем в YA, так 
как Y является х-плотным. [1] 


Предложение 16.2. Пусть AW — алгебраически замкну- 
moe поле. Тогда оно является насыщенным, в том и только 
в том случае, когда имеет, бесконечную степень трансцен- 
дентности над своим простым подполем. 


Доказательство. Пусть YW алгебраически 
замкнуто и имеет бесконечную степень трансцендентности, 
и пусть p€S,T ((H, ууу), где card У < сага А. 
По 15.4 (1) тип р реализуется элементом 6 в некотором 
5 — A. Если 6 является алгебраическим над У, то 
b € A. Предположим, что 6 трансцендентен над У. Пусть 
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(© — наименьшее подполе поля YW, содержащее У. Вы- 
берем элемент а Е А, трансцендентный над У; такой эле- 
мент а существует, так как сага У < card А и card А 
совпадает со степенью трансцендентности поля YW. Обо- 


значим через © (a) алгебраическое замыкание` © (а) в 9. 
Пусть 


р: © (а) > B 


— мономорфизм, тождественный на © и такой, что ha = b. 
По 9.1 h является элементарным, поэтому а реализует 


рв 6 (а). Но тогда а реализует р BY, так как вложение 
© (а) < YA является элементарным. П 

Из 16.2 следует, что любое несчетное алгебраически 
замкнутое поле насыщено. В $ 37 будет показано, что если 
теория 7 счетна и для некоторого несчетного Х каждая 
модель для Т мощности % является насыщенной, то каж- 
дая несчетная модель для Т насыщена. 


ТЕорЕмА 16.3 (Морли, Вот). Если Зи B — насыщен- 
ные системы одной и той же мощности и Ч == B, mo 
YW ^ 38 (ср. с теоремой 20.4). 


Доказательство. Пусть сага Ч =х, А = 
= {ав |6 < х}иВ = {bg |6 < x}. Определим с помощью 
трансфинитной индукции множество {(с5, ds) |6 < x}. 
Зафиксируем б<х и предположим, что множество 
{(cy, dy) |y < 6} уже определено и 


(Of, був =—= (53, dy wes 
(Если 6 = 0, то это просто означает, что Y= %.) 


Случай 1. 6 четно. Пусть cg — элемент множества 
А — {с, |y < 6} с наименьшим индексом. Полагаем 


р = {F (21) | (Ul, cy peo F (6%)}. 


Torna p € ST ((U, с.),<5). Пусть 9 получается из р 
в результате замены каждого вхождения Cy, в р Ha ay 
для всех у < 6. Тогда g € SyT ((%, а,),<з). Так как % 
насыщена, то g реализуется BS некоторым элементом 6; 
полагаем 45 = 6. Тогда 


(Г, Су, Cg) y<b = (8, Cys ds) y<o- 
4—01005 
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Случай 2. 6 нечетно. Поступаем так же, как в слу- 
чае 1, поменяв ролями Yu Y. 

Положим hcg = dg для всех 6 < x. Приведенная кон- 
струкция гарантирует нам, что h устанавливает взаимно 
однозначное соответствие между А и В. Из соотношения 


(Г, @)сЕА == (B, ha ) ЕА 
вытекает, что А есть изоморфизм. CI 


Теорема 16.3 — соблазнительный результат относи- 
тельно единственности для насыщенных систем. Она наво- 
дит на мысль, что проблему классификации алгебраиче- 
ских систем по элементарной эквивалентности можно све- 
сти к проблеме классификации насыщенных систем по ти- 
пам изоморфизма. К сожалению, насыщенные системы 
редки. Теорема 16.4 дает самый сильный результат суще- 
ствования, возможный без допущений типа континуум- 
гипотезы. Есть два удобных способа обойти эту трудность. 
Первый состоит в рассмотрении частично насыщенных 
систем вместо насыщенных и является разумным компро- 
миссом, так как теорема 16.4 обеспечивает изобилие 
частично насыщенных систем. Второй состоит в первона- 
чальном допущении континуум-гипотезы с тем, чтобы 
элиминировать ее из окончательного результата с по- 
мощью результатов Гёделя, Леви и Шёнфилда об абсолют- 
ности. 


Теорема 16.4. Пусть система З[ бесконечна. Тогда для 
каждого бесконечного кардинала х существует %*-HacwllyeH- 
ная система % > YA, такая, что card % < (card A). 


Доказательство. — Проводится аналогично 
15.1. Сначала рассмотрим более простую проблему эле- 
ментарного расширения 3 до %*, такого, что YA* pea- 
лизует каждый тип рЕо1Г ((9[, yyey) для любого 
У < А мощности не более x; пусть {Уз | 6 < (card A)*} 
есть перечисление всех таких У. По индукции определяет- 
ся элементарная цепь {53 |6 < (card A)*}: 

(1) Wo ag »)) 

(ii) UW, = Ц {3% |5 <A} для предельного ординала A. 

(iii) в: > Ae; Westy реализует каждый тип 


ПАРТЫ Ny Нда ры косые 
` и». * 
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p € ST ( (Зв, y yevs); сага Wei, < сага Ws х 2*. Суще- 
ствование такой системы 35. следует из 15.1 (2). 

Положим W* = U {We |6 < (сага Y)*}. Нетрудно 
показать по индукции, что card YW, < (card Y)* для всех 
6 < (card 3)*. Поэтому card 3[* < (сага Y)*. 

Теперь система % может быть получена как предел эле- 
ментарной цепи {5 |6 < x*}, такой, что 

в ’ 

5, = U {Be | 6 <A}, 

Bor, = BF и сага BF < (card A). 
Из регулярности %* следует, что система % %+t-Hacpiltlena: 
если Ус В и сага У <x, то Y Вь для некоторого 
6 < x*, поэтому если p€ S47 ((%, уу), то тип р 
реализуется в +1, а следовательно, BS > 4 .. OF 


Следующее утверждение потребуется для доказатель- 
ства теоремы Чэна о двух кардиналах ($ 23). 


Следствие 16.5. Пусть х — регулярный несчетный кар- 
динал, причем 26 < х для любого о < к. Пусть система 
YW бесконечна и имеет мощность не более и. Тогда существу- 
ет насыщенная система % > YW мощности к. 


Доказательство. В силу 7.3 можно предпо- 
лагать, что сага Y = x. Если х = 9+ для некоторого | 
о < х, то 8 существует по 16.4. Предположим, что х > 
>0+ для каждого о < x. Пусть {05 [6 < x} — строго 
возрастающая последовательность всех бесконечных кар- 
диналов, меньших чем %. Тогда в качестве % можно взять 
объединение элементарной цепи {№5 |6 < x}, такой, что 

(i) B= 

(В U {3 |6 <A} для любого предельного 
ординала А < x; 

(iii) Зы. > Bs, ЖЗ, является — оё-насыщенной, 
card Bei, < (card Bg)". 

Существование Bo;, следует из 16.4. Из регулярности 
х вытекает, что № является х-насыщенной: если У < В 
и card Ye %, то Ус Вь для некоторого такого 46, что 
оз > сага У; поэтому если p € SyT ((B, ydyey), то он 
реализуется в ЖЗ, | и, следовательно, в У. Имеем xP < x 
для каждого р < %, так как Х регулярен и 26 < х для 


4* 
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любого o< x. Шо индукции отсюда следует, что 
card 5 < х для любого 6 < x, значит, сага № < x. П 


ТЕорЕмА 16.6 Пусть х — несчетный кардинал. Систе- 
ма YX является х-насыщенной в том и только в том случае, 
когда каждая диаграмма следующего вида: 


1 
\ 
\ | 
\ 
card $<. %, 


: \ 
Y g h А card © <x 


5 = (© 


может быть дополнена указанным, здесь способом. 


Доказательство. Предположим сначала, что 
YU обладает указанным свойством пополнимости диаграмм. 
Пусть У < A имеет мощность меньше %. По теореме Сколе- 
ма — Лёвенгейма (11.2) существует система % ~< Ч, 
такая; что У < В и сага B < x. Пусть. 


p EST (A, ужеу) = Sil (48, y yey). 


По 15.1 (1) существует система © > №, такая, что 
card © <“ “up реализуется в © некоторым элементом с. 
Тогда he реализует р в Ч. 

Теперь предположим, что YW х-насыщена. Можно счи- 
тать, что отображения } и g являются тождественными 
вложениями. Пусть С — В = {cg |6< x}. Ограничение 
hua 8 есть г. Определим hcg по индукции. Зафиксируем 
6 и предположим, что 


(©, b, Cy ЪЕВ, у<б == (Mf, b, hey) ves, y<6- 


Положим р = {F (x) | (©, 5, cy does, yoo EF (68)}. Пусть 
4 есть результат замены каждого вхождения С, 
вр на he, для каждого y < 6. Так как 3[ х-насыщена, то 
4 реализуется в З некоторым a; полагаем hcg = а. O 


УпрАЖНЕНИЕ 16.7. Показать, что ®-насыщенность си- 
стемы Y эквивалентна следующему утверждению: если 
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3 — ечетная система, a1, .. ча €A, ы,... BEB 
и а... Фу. чо. бус 
элементарный мономорфизм } 3—3, для которого 
fa; = b; (i<n). 


УпраАЖнНЕНИЕ 16.8. Пусть Y= (A, < ) есть линейный 
порядок, мощность которого сингулярна. Показать, что 
З[ не является насыщенной системой. 


$ 17. ЭЛИМИНАЦИЯ KBAHTOPOB ДЛЯ 
ВЕЩЕСТВЕННО ЗАМКНУТЫХ ПОЛЕЙ 


Одним из классических примеров применения теории 
моделей к алгебре является результат Тарского об эли- 
минации кванторов для теории вещественно замкнутых 
полей. Доказательство Тарского было основано на расши- 
рении алгоритма Штурма. Приведенное ниже доказатель- 
ство менее конструктивно, так как оно основано на крите- 
рии модельной полноты в терминах насыщенных моделей, 
однако оно дает алгебраические детали, которые могут 
быть использованы в других теориях полей. 

Во всем этом параграфе мы предполагаем, что теория T 
не имеет конечных моделей. 


ТЕОРЕМА 17.1. Геория Т модельно полна тогда и толь- 
ко тогда, когда каждая диаграмма следующего вида: 


* 
\ 
х 
\ A Oe Е, 
J \ 3* является (card ©,)*-насы- 
a щенной 
\ 
> (5 
—__—6 


может быть дополнена указанным здесь способом. 


с. За LS eo \ = \ 74. Pd hee. Se Se ee ри > Bs И-М 
s “7. a> be hay eee : 
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Доказательство. Предположим сначала, что 
Г модельно полна. Тогда } и g элементарны, поэтому h 
существует по 16.6. 

Теперь предположим, что 7 обладает указанным свой- 
ством пополнимости диаграмм. Из 16.4 следует, что тогда 
может быть дополнена каждая диаграмма следующего 
вида: 


Тогда 7 модельно полна по 10.4. O 


Теорема 17.1 получается из критерия модельной полно- 
ты, Доказанного Коченом [1]. У Кочена вместо №* берет- 
ся ультрастепень Ъ. Для применений теории моделей 
в алгебре понятие частично насыщенных расширений пред- 
ставляется более подходящим, чем понятие ультрастепе- 
ни. Теорема 17.2 дает самый прямой метод для установле- 
ния полноты, модельной полноты и элиминации кванто- 
ров для различных теорий полей. Этот метод использует- 
ся в $ 40 для нахождения простых аксиом теории диф- 
ференциально замкнутых полей характеристики 0.’ 

Через 5 (с) обозначается простое расширение 3, 
т. е. Ъ (с) {есть наименьшая подсистема 5 (с), носитель 
которой содержит В |] {с}. 


ТЕОРЕМА 17.2 (Блюм). Пусть Т и T* — две теории од- 
ной и той же сигнатуры, такие, что Т = Т*, Т — уни- 
версальная теория и каждая модель для Т может быть 
расширена до некоторой модели для Т*. Тогда T* являет- 
ся модельным пополнением Т в том и только в том слу- 
чае, когда каждая диаграмма вида 
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% ЭВ ЕТ, 
\ 8*ЕТ*, 
р %* является (card №) +-насы- 
Хх щенной 
\ 
3 Bic ) 


может быть дополнена указанным здесь способом. 


Доказательство. Предположим сначала, что 
Т* является модельным пополнением Т. Пусть ® — 
модель для Т*, которая является расширением % (с). 


Положим 
р = {F (2) | (®, БевЕР (с)}. 


Тогда 7* UDB полна ирЕ 5, (Т* |) 05). Из (card B)t- 
насыщенности №* следует, что р реализуется в №* неко- 
торым элементом b*; полагаем gc = b*. | 

Теперь предположим, что Т* обладает указанным 
свойством пополнимости диаграмм. Тогда Т* обладает 
более сильным свойством; каждая диаграмма следующего 
вида: 


р 5, CET, 
+ h BFE | ass 
9 м %3* является (сага )*-насы- 
A щенной 
\ 
3—_—_+6 


может быть дополнена указанным здесь способом. Пусть 
С — ЕВ] = {cg |6< %}. Определим цепь {Cy |8 < x} 
следующим образом: cut 


Cy = 7 [В], C641 == Cs (сё), 
Cy, = U{C, |6 < A} для предельного ординала А. 


ee Oe ee Se а чо, ae ee ободе eee ES oad ee 
р го 4 5 4 у a бы > 2 | 
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Тогда отображение h: © —> H* определяется с помощью. 
х последовательных применений свойства пополнимости 
диаграммы. | 

Пусть 3 — модель для T, а 2ЖЗи®-% — 
модели для 7*. По 16.4 существует (card ©)*-насыщенная 
система ©* > ©. Если может быть дополнена диаграмма 


` 
р act 
aris 


то 7* D&B полна, а, следовательно, 7'* есть модельное 
пополнение Г. Система D является моделью для Г, так 
как Го Т*. По более сильному свойству пополнимости 
диаграмм существует h, такое, что 


ae 
ae 


Из 17.1 и более сильного свойства пополнимости диаграмм 
следует, что 7* модельно полна, поэтому A является эле- 
ментарным. Г] 


Теория упорядоченных полей (OF) получается из тео- 
рии полей (ТЕ), если добавить к (ТЕ) двуместный преди- 
катный символ < и следующие аксиомы: 

(2) (x) (у) (2) Ixe<y&y<z>2< 4, 

(3) (x) (у) [х < у\/х =yVy < 21, 

(4) (x) (у) 0 < х&0<у->0 < х:и, 
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(9) (a) (y)ls) len << ye УРА 
Теория вещественно замкнутых полей (ВСК) получается 
из OF добавлением аксиом 

(6) (x) (Ey) 0 < хх =у:4|, 

OT) i) so ee ay пм Е. 
для каждого нечетного п >0. 

TEopEMA 17.3 (Робинсон). Геория вещественно замкну- 
тых полей является модельным пополнением теории упо- 
рядоченных полей. 


Доказательство. В силу 17.2 достаточно 
дополнить указанным способом следующую диаграмму: 


9 


B Bic) 


Система 8 есть упорядоченное поле, % (с) — простое pac- 
ширение №, %* является (сага )+-насыщенным веще- 
ственно замкнутым расширением %. Нужно найти элемент 
b* Е B* так, чтобы B (b*) было изоморфно 3% (с) над №. 
Если с является алгебраическим над №, то такой элемент 
b* существует, так как каждое простое алгебраическое 
(упорядоченное) расширение упорядоченного поля № co- 
держится в каждом вещественно замкнутом расширении. 
3. Предположим, что с трансцендентен над %. Пусть By 
и В. таковы, что B= B,UB, @ В < с <i bg для всех 
b, € B, ub, Е В.. Возьмем следующее семейство формул 5: 

(i) 6%. < х<,. для любых Db, Е By, 6, € Ba; 

(ii) f (2) AO для каждого многочлена f (x) с коэффи-_ 
циентами из В, отличного от тождественного нуля. 

Семейство 5 совместно с Т ((%*, bdyep), так Kak 
каждое конечное подмножество множества 5 выполнимо 
в каждом вещественно замкнутом расширении №. Расши- 
рим S до некоторого р Е 5.Г ((8*, b dyes). Тогда любая 
реализация р в. №* может быть взята в качестве b*. [1 
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Следствие 17.4 (Тарский). Геория вещественно замкну-_ 
тых полей допускает элиминацию кванторов. 


Доказательство. Но 13.2 и 17.3. 0 


В $ 40 будет показано, что теория дифференциально 
замкнутых полей характеристики 0 допускает элиминацию 
кванторов. Схема доказательства аналогична доказатель- 
ству 17.3 и 17.4. 


УпрАЖнНЕНИЕ 17.5. Теория 7 допускает элиминацию 
кванторов тогда и только тогда, когда каждая диаграмма 
следующего вида: 


я 
ae B, Br, CET, 
\ card © > о, 
3B © - №* является (card ©,)+-на- 
сыщенной 


может быть дополнена указанным способом. 


_ УпрРАЖНЕНИЕ 17.6 (Блюм). Пусть 7 — модельное попол- 
нение некоторой универсальной теории. Показать, что 
существует теория 7* = Т, такая, что каждый элемент 
Т* имеет вид 


Cs 5 a К ИЕ Ds 
где F (x1, ..., tn, У) — бескванторная формула. 


YuPAKHEHUE 17.7 (Робинсон). Упорядоченная абелева 
группа с наименьшим положительным элементом (1), удо- 
влетворяющая для всех п >0 условию 


(x) (Ey) (Ez) [x = ny + 2&0 << и, 


называется Z-epynnoli. Показать, что теория Z-rpyun 
модельно полна. 


УпрАЖНЕНИЕ 17.8. Пусть FY — предложение в языке 
линейного порядка (LO). Пусть Ё истинно на бесконечном 
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семействе конечных линейных порядков. Показать, что F 
истинно во всех конечных линейных порядках, за исклю- 
чением конечного числа. 


УпрАЖНЕНИЕ 17.9. Показать, что теория конечных 
линейных порядков разрешима. 


$ 18. ОПУСКАНИЕ ТИПА 


Говорят, что система З[ опускает п-тип р, если р 
не реализуется в 3[ никаким элементом из A”. Результаты 
‚ параграфа 17 были достаточно простыми ввиду боль- 
шой легкости, с которой можно расширять системы, чтобы 
реализовать й-типы. Другой класс результатов, безуслов- 
но более глубоких, использует конструкции, в которых 
при расширении систем избранные п-типы опускаются. 
Ясно, что много сложнее опустить типы, чем их реализо- 
вать, так как для опускания необходимо больше беспо- 
коиться о каждом элементе расширения. (Один не слиш- 
ком известный специалист по теории моделей однажды 
заметил: «Любой глупец может реализовать тип, но только. 
специалист по теории моделей может опустить его».) 
В этом и следующих параграфах будет развита разнооб- 
разная техника опускания типов. | 

я Пусть теория Т полна ирЕФ,Г. Тип р называется 


главным, если существует такая формула F (11, ..., Lp) Е 
€ p, что 

ТЫ оса Bes. of SO 
для всех G (л.д 2n).€.p; товорят, что. F (71, 2.) За) 


порождает р. (Главные типы р из 5„Г соответствуют изо- 
лированным точкам °5„Г, рассматриваемого как стоунов- 
ское пространство булевой алгебры В,„Г; порождающие 
главных типов р соответствуют атомам В„Г.) Так как Г 
полна, каждая модель для 7 реализует каждый главный 
тип р. 


ТЕОРЕМА 18.1 (Эренфойхт). Если теория Т счетна и 
p €8S,T — неглавный mun, то Т имеет модель, которая 
опускает р (ср. с теоремой 24.2). 
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Доказательство. Проводится по методу Ген- 
кина, примененному в 7.1. Для простоты считаем, что Nn = 
= 1. Пусть {e; |i < ®} — последовательность предмет- 
ных констант, не входящих в язык теории Г. Все формулы 
с одной свободной переменной x (в языке теории 7 с добав- 
ленными константами C;) расположим в последователь- 
ность {С; (2) |] < ®}. Пусть hi: ® > ® удовлетворяет 
условиям: 

(i) 1 < Е влечет hj < hi; 

(ii) если } < i, TO Cp; не входит BG; (5). 

Через Н; обозначается 1-я аксиома Генкина, т. e. 


(Ex) С; (x) — С; (е»,). 


По индукции определяется расширяющаяся последова- 
тельность теорий {7; |i< wm}, Г. = Т. 

(1) Предположим, что 7,4; совместно и с,; не входит 
в Т.:;. Полагаем Го: = T.:U {H;}. Тогда 75,4, совмест- 
но, как в доказательстве теоремы 7.1. 

(2) Предположим, что Г.;+1 совместно и 


Го: =a TU{K (Ci, 2+ ey Cin; с;) }, 


rei = # для 1 <j < п. Если существует формула F (x)€ 
Е р, такая, что о {И (с;)} совместно, то полагаем 
р Tica {ПЕ (e;)} для некоторой такой F (z). 
Покажем, что такая F (x) Е р существует. Допустим, что 
Toi+1U {| F(e;)} несовместно для каждой формулы F (x) € 
Ер. Тогда 


eK (Cin, - + +, Cin; Ci) > Е (с;) 


для каждой F (x) € p. Tak как ©;; (1 <j < п) ис; не вхо- 
nat в Г, то 


НЫ уд. Е, oe de Keay Ех) 
для каждой F (x) Ср. Если (Ех)... (Ех) К (1, ... 
ро. ey ache en) -.. 
+, Ln, 2) ЕР, 
Fie ene ое о А Е 
и То: несовместно вопреки предположению. Если 
Ро... (ах. с Ер, чо. р > является 


главным, что противоречит условию. 
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Положим То» = U{T; |<}. Конструкция Ген- 
кина заканчивается выбором некоторого максимального 
совместного расширения S > Т». Как и в 7.1, ю опреде- 
ляет модель для Т, элементы которой являются классами 
эквивалентности вида [с;|. Никакое [с;| не реализует р, 
так как ]Ё (e;) € Toi414C S для некоторого F (5) Ер. O 


Предположение о счетности в 18.1 является сущест- 
венным. 

Теория 7 называется х-категоричной, если все ее мо- 
дели мощности % изоморфны. 


Следствие 18.2 (Рыль-Нардзевский). Пусть Т — счет- 
ная полная теория, не имеющая конечных моделей. Тогда 
Т является ®-категоричной в том и только в том случае, 
когда „ТГ конечно для любого п или, эквивалентно, каждая 
счетная модель для Т насыщена. 


Доказательство. Допустим, что S,7 беско- 
нечно. Тогда 6,7 бесконечно. Каждая бесконечная булева 
алгебра 8 имеет неглавный максимальный дуальный идеал. 
Поэтому S,7 содержит неглавный тип р. По 18.1 суще- 
ствует счетная модель для Г, которая опускает р. По 15.1 
существует счетная модель для Г, которая реализует р. 
Поэтому 7 не является ®-категоричной. 

Если каждая счетная модель для Г насыщена, то Г 
©-категорична по 16.3. 

Предположим, что S,/7' конечно для любого n. Тогда 
каждый тип p€ 8,7 является главным для любого п. 
Пусть 4 — счетная модель для Г. Тогда каждый п-тип, 
реализуемый в %[, является главным. Зафиксируем 


pé€s,Tf ((Q, а; <=) 


и покажем, что р реализуется в YY. Положим 


Е oe ge a es CO 


Так как p* €S,,,7, To p* является главным; пусть 
H (24, «s+ 2n5 =) Е р* порождает р*. Torna Н (а, 
..., An, 24) ри порождает р. Так как р — главный тип, 
он реализуется в каждой модели для T ( (51, а;)1<;<п). O 
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В $37 будет показано, что если счетная теория T 
является Х-категоричной для некоторого несчетного 4%, 
то каждая несчетная модель для Г насыщена. Доказатель- 
ство этого факта требует опускания типов, много более 
сложного, чем в 18.1. 


Предложение 18.3. Пусть A насыщена Y CA, 
card У < сага Au p€S,7 ((U, yey). Тогда р peaau- 
зуется в A. 


Доказательство проводится индукцией по п. 
Пуеть п >Тир, Е 5, Г (AA, уеу). Положим 


Ра = {((Ez,) ЕР (2 м. 2.) | Е (т, EME 199 = CP, ys 
Тогда Pn-1 € Sn-1 TMA, y yey), поэтому р»! реализуется 
в 3[ некоторой последовательностью (а1, ..., Ay,-1). Pac- 
смотрим 

Pi ee {Е (ay, $. -5. €9 п-т, L) | Е (24, ec 8 о) Tn -1, ts) Ем... 
Толя - pee Sal (да, дам), поэтому р, 
реализуется в 3] некоторым а». Понятно, что (dy, ...; Gn? 


реализует ри. 


ЛЕммА 18.4. Пусть Т — счетная полная теория, не 
имеющая конечных моделей. Гогда Т обладает. насыщенной 
моделью в том и только в том случае, когда 5„Г счетно для 
каждого п. 


Доказательство. Предположим сначала, что 
Т имеет счетную насыщенную модель 3. По 18.3 каждый 
п-тип р € S,T реализуется BY. Тогда S,7 (не более, чем) 
счетно, так как A” счетно. 

Теперь допустим, что S, = счетно для любого n. Тогда 
Srl (45, yyey), счетно для’ каждого и, любой модели 
8 для Ги любого конечного подмножества Ус В. В са- 
MOM деле, пусть У = {y,, ..., Ym}. Если 5, Г ( (5%, y yey) 
несчетно, то S,,1,/° несчетно, так как существует одно- 
значное отображение первого множества во второе, инду- 
цированное переходом от F (yy, ..., Ут, 41, ++ +> Ln) 
о Dd os Hing: 1h. xin: Davee hs 

Пусть № — счетная модель для Т, и пусть {У; |i< 
< ®} — перечисление всех конечных подмножеств мно- 
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жества ВБ. Определим элементарную цепь {%;|i < ®}: 

(i) Bo = №. | 

(ii) 64, > B;. В %;., реализуется каждый тип р Е 
Е517 (43; у)еу,). Она счетна. Существование Ж№;+, 
следует из 15.1 и счетности 517 ((;, уе). | 

Положим © = U {B; |[1< 5}. Тогда © > B по 10.3; 
каждый п-тип р € SyT (4%, ydyey) реализуется в © для 
любого конечного подмножества Ус В, и © счетна. 

Требуемая счетная насыщенная модель Y есть предел 
элементарной цепи {W; |< w}, удовлетворяющей усло- 
BUAM 

(iii) З[+ есть счетная модель для 7. 

(iv) Wi+y > Aj. Каждый p € SyT ((Aj, yyey) реали- 
зуется в Ys4, для каждого конечного YC Aj. 3,4, 
счетно. O 


$ 19. «о-СТАБИЛЬНЫЕ ТЕОРИИ 


Через 51:3 обозначим 5:7 ((Y, a@)aca). Пусть Т — 
счетная теория, не имеющая конечных моделей. Она назы- 
вается х-стабильной (Морли), если сага519 = х для 
любой модели YI мощности х для Г. Понятие ®-стабильно- 
сти абсолютно; фактически это Ш. 


ЛЕеммА 19.1 (Морли). Если Т о-стабильна, то она %-cma- 
бильна для любого х > о. 


Доказательство. Предположим, что AET 
и [сага <cardS,Y. Пусть р, а,...Е 514, F (1), 
С (х),... — формулы в языке теории Т ((Y, a@ daca). 
Назовем формулу F (x) обширной, если 


сага {р | F (xz) Ер} > сага Q. 


(Другими словами, F(x) определяет обширную окре- 
стность стоуновского; пространства 519.) Очевидно, 
x = x — обширная формула. Допустим, что F (x) обшир- 
на, и покажем, что существует такая формула С (x), что 
обе, формулы; G (1) (x) и “|G (х)&Е (x) являются обшир- 
ными. Пусть 0 — множество всех таких р, что для некото- 
рой формулы H (x) выполнено условие 


Е (z)&H(x) Ер и ЕЁ (x)&H(x) не обширна. 
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Тогда cardQ < (card Y)? < сата {р | F (x) Е р}. Выберем 
41, 9 © {р | F (2) Ep} —Q 


так, что 4, 5 qo. Выберем G (x) Е 4: так, чтобы "С (zx) Е qo. 
Тогда обе формулы F (1)&4 (x) и Е (x)&" |G (x) являются 
обширными. 

По индукции определим последовательность {1 Hl < 
№} обширных формул. В качестве Ру берем x = z. 
Допустим, что Fi уже определена. ЕЕ G (x) так, 
чтобы обе формулы Ё; 1& (x) и F3&G (x) были обшир- 
ными. Берем Fj&G (x) в качестве F5}', a Fj& (2) вкачестве 


Bates . M3 11.2 следует, что существует такая счетная система 
3—9, что В содержит все элементы A, упоминавшиеся в 
каких-либо Fj. Пусть функция t: © > © удовлетворяет усло- 
виям # (0) = 0, ¢(i + 1) Е {24 (i), 25 (i) +1}. Тогда {Fiw|i< 
< ®} совместно с 7 ((%, В )ьев) и может быть расширено 
до некоторого р; Е 51:5. Если tt’, то pe ~ pe, так 
как существует формула G(x), такая, что G(x) € py 
и °|G (1) Ерь. Но тогда 51 несчетно. O 


Из доказательства 19.1 следует более общий результат. 
Для любой булевой алгебры № обозначим через SH ее 
стоуновское пространство, т. е. множество всех макси- 
мальных дуальных идеалов в %; если SW счетно для 
каждой счетной системы © < №, то сага SHY = сага. 

Можно дополнить лемму 19.1 следующим образом (см. 
Шелах [1]: пусть 7 не о-стабильна, но Х-стабильна для 
некоторого % >> ®; тогда множество всех таких xX, что Т 
является х-стабильной, есть либо {х | х® = x}, либо 
ee а 


Лемма 19.1 устанавливает один из наиболее важных 
фактов 00 ®@-стабильных теориях. Мы используем его 
в этом параграфе, чтобы показать, что ®-стабильные тео- 
рии имеют много насыщенных моделей. В $ 35 лемма 19.1 
используется для доказательства того, что несчетные моде- 
ли ®-стабильных теорий содержат много неразличимых 
элементов. Простым, но вводящим в некоторое заблужде- 
ние примером ®-стабильной теории является теория алге- 
браически замкнутых полей характеристики 0 (ACF,); 


ЗЕ SSeS о Заре Ая р 4 TZ "ра «> > Е 2 bee ЗО, 
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в заблуждение вводит тот факт, что (см. $ 16) каждая 
несчетная модель для ACF, насыщена, в то время как суще- 
ствуют ®-стабильные теории с ненасыщенными моделями 
в каждой несчетной мощности. Точное определение нераз- 
личимости будет дано позже, но даже сейчас нетрудно 
уловить, что мы подразумеваем, говоря, что члены базиса 
трансцендентности для модели 3 теории ACF, неразли- 
чимы в 3]. 

Теория линейного порядка (LO) не является w-cTa- 
бильной, так как в порядке на рациональных числах суще- 
ствует несчетное число сечений Дедекинда. Теория ГО 
является превосходным примером не о-стабильной тео- 
рии; в самом деле, в $ 35 будет показано, что любая теория, 
обладающая моделью с определимым бесконечным линей- 
ным порядком, не является ®-стабильной по той же причи- 
не, что и Г.О. В этой книге наиболее содержательным при- 
мером ®-стабильной теории является теория дифференци- 
ально замкнутых полей характеристики 0 (DCF,). В $ 41 
®-стабильность DCF, будет использоваться для доказатель- 
ства того, что каждое дифференциальное поле характери- 
стики 0 имеет единственное простое дифференциальное 
замыкание. | 


TEopEMA 19.2. Пусть YW бесконечна и TA о-стабильна. 
Если о — регулярный кардинал и р < сага YW, mo суще- 
ствует о-насыщенная система S>%A той же мощности, 
что и УЗ. 


Доказ ательство. Определим элементарную 
цепь {ЖЖ |5 < 0}: 

Bo = 9; 

Boi, реализует каждый тип р 6 5.5; 

3, = U {Bs |6< A} для предельного ординала i. 
Пусть B = Bp. По 15.1 (2) и 19.1 можно выбрать За 1 
так, что card +1 = card Bs, поэтому card № = card 91. 
Из регулярности о следует, что 3 о-насыщена. [] 


Следствие 19.3 (Морли). Если Т о-стабильна и х — 
регулярный кардинал, то Т имеет насыщенную модель 
мощности и. 


В конце $ 35 будет показано, что ®-стабильные теории 
имеют насыщенные модели во всех бесконечных мощностях. 


5—01005 
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УпрАжнЕНИЕ 19.4. Система 3[ называется специальной 
моделью для Т, если существует элементарная цепь 
{W, |y<a@} насыщенных моделей, такая, что Y= 
= U {A%, |y<ca}. Пусть Т о-стабильна и x >So. По- 
казать, что 7 имеет специальную модель мощности х (ср. 
с теоремой 35.10). 


$ 20. ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ 


Пусть система 3[ бесконечна, Х, YC A nf:X—->Y 
отображает Х на У. Отображение } называется элементар- 
ным частичным автоморфизмом системы Y, если 


(MW, T)xex == (A, fr жех; 


card } определяется Kak card Х. Говорим, что f непосред- 
ственно доопределимо, если для любого а Е А существует 
БЕЛ, такой, что 


(YW, Ly @)хЕХ = (УС, fa, 6 ) хех. 


Система 3 называется однородной, если любой ее эле- 
ментарный частичный автоморфизм, мощность которого 
меньше мощности YJ, непосредственно доопределим. Счет- 
ные однородные системы будут использоваться в $ 22 для 
доказательства теоремы Вота о двух кардиналах. 


«ЛеммА 20.1. Система Y% однородна тогда и только тог- 
да, когда каждый ее элементарный частичный автоморфизм 
мощности, меньшей, чем мощность YW, можно расширить 
до автоморфизма системы YW. 


Доказательство. Пусть }: Х ~ У — частич- 
ный автоморфизм системы YW и сага } < сага Y. Пусть 
А — Х = {xg |6 < card Y} и А — У = {yg |5< 
< вага 3}. Определим по индукции множество 
{ (св, dg) |6 < сага 5%}. Зафиксируем 6 и допустим, что 
{(cy, а.) |y < 5} уже определено, причем выполняется 
условие 


(WM, х, су жех, pos == (A, fx, dy nex, yes: 
Случай 1. 6 четно. Пусть cg — элемент с наимень- 


шим индексом в множестве (А — Х) — {cg | y < 6}. Так 
как %{ однородна, то существует такой уЕ (А — У) — 
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— {d, |y < 5}, что 
(ЭТ, XL, Су, Св xX, у<6 == (т, jx, box, Y nex, y<6- 


Полагаем dg =. 

Случай 2. 6 нечетно. Проводится аналогично слу- 
чаю 1c заменой X на У: dg есть элемент с наименьшим 
индексом в множестве (A — У) — {dy |y< 6} ит. д. 

Доопределяем f: Х — У, полагая fcyg = dg для всех 
6 < card Y. По построению f отображает 3 на Y. При 
этом {| является автоморфизмом, так как 


(9, а )дЕА = (Ql, fa aga. О 


Пусть система Y бесконечна. Она называется универ- 
сальной, если для любой системы № = WY, такой, что 


card 8 < сага UA, существует f: № № 3]. 


ТЕоримА 20.2 (Морли, Вот). Система U является насы- 
щенной тогда и только тогда, когда она однородна и уни- 
версальна. 


Доказательство. Предположим, что 3 насы- 
mena. Покажем, что она однородна. Возьмем f: Х > У, 
такое, что 


(4, L)xex = (OW, [X)xex 


и card Х <cardY. Пусть аЕА и PEST ((A, x dxex) 
есть 1-тип, который реализуется в системе (9, x )yex 
элементом а. Тогда р’ €S4T ((51, ]2)хех), где р’ полу- 
чается из р заменой x на fx, поэтому р’ реализуется 
в (MY, fx )xex некоторым элементом 6. Ясно, что 


(УТ, т, @)хЕХ = (УТ, jx, b ) хех. 


Система универсальна по тем же соображениям, кото- 
рые использованы для пополнения диаграмм в 16.6 и 16.7. 
Теперь допустим, что универсальна и однородна. 
Покажем, что %{ насыщена. Пусть р Е SyT ((M, y yey) 
для некоторого YC A, такого, что сага У < сага Q. 
По 15.1(1) существует система ©>Y, удовлетворяющая 
условиям card © = card Ч, и р реализуется в (©, y)ycy 
некоторым элементом с. Так как QJ универсальна, суще- 
ть 
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ствует f: © = 3]. Поэтому. 
(ML, Ty У === (QL, У dyey 
и fe реализует р в (UY, fydyey. Так как Y однородна, 
существует элемент 6 Е А, такой, что 
(WM, fy, 7 yey == (MW, у, O dyer. 
Тогда b реализует рв (YM, Yyey. O 
ЛЕммА 20.3. Пусть YU = №, сага A < сага B u 3% 00- 


нородна. Пусть для любого п и любого р Е S, TA из реали- 
зуемости р в Ч следует реализуемость р в Ъ. Тогда суще- 


ствует f: US 3. 
Доказательство. Пусть Хс А. Покажем 
индукцией по сага Х, что 
(QW, д хЕХ = (B, iz хЕХ 


для некоторого f: Х > В. Если сага Х < о, то Х реали- 
зует некоторый n-Tun теории ТЗ, который реализуется 
также в №. Предположим, что card Х > ®. Пусть Х = 
= {rg |6 < сага Х}. Определим индукцией по 6 отобра- 
жение f: Х -> В. Зафиксируем 6 < card Х и допустим, что 
f: {cy |y<.6}— B уже определено, причем 


(N, .) 26 == (B, ев. 


Так как card {z, |y < 5} < са1а Х, то по предположе- 
нию индукции существует такой элемент g, что 


(Ql, Ly )y<b = (3, Тов: 

Так как 8 однородна, существует 6 Е со свойством 
(3, 2х,, вл) у<в = (B, fry, Dyce. 

Полагаем fxg = 6. [0 


Пусть 9 = №. Говорим, что Au 3 реализуют одина- 
ковые п-типы, если для всех p€S,TYU п-тип р реализуется 
в $] тогда и только тогда, когда р реализуется в 


ТЕОРЕМА 20.4 (Кейслер, Морли). Если системы ЗЧ и % 
имеют одинаковую мощность, элементарно эквивалентны, 
однородны и реализуют одинаковые п-типы для любого п, 


то М — 3». 
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Доказательство. Пусть А = {ag |5< x} 
и В = {58 [6 <*}. По индукции определим множество 
{ (св, dg) |5 <=}. Зафиксируем 6 и предположим, что 


(Wf, Py deat = (№, dy yo. 


Случай 1. 6 четно. Пусть cg — элемент из 
А — {. |y <5} с наименьшим индексом. По 20.3 суще- 
ствует такое f, что. 


(2, Cy )у<6 = (B, icy ев. 


Так как система № однородна, то существует такой эле- 
мент ad € B, что 


(8, dy, а›.<ь == 4%, fey, fea dyes. 


Полагаем dg = а. 
Случай 2. 0 нечетно. Рассмотрение проводится 
аналогично случаю 1 с заменой Ч на №. Г] 


Теорема 20.5 (Вот). Пусть система У счетна и беско- 
нечна. Тогда существует счетная однородная система 


B> A. 


Доказательство. Пусть © — бесконечная 
система и f: Х — У — ее конечный частичный элементар- 
ный автоморфизм. Предположим, что © < 9%); мы говорим, 
что } непосредственно доопределим в SD, если для любого 
сЕС существует d € О, такой, что 


(©, x, С)хЕХ = (D, ja; d )жех. 


Несколько модифицируя доказательство 15.1 (2), можно 
показать, что если ©, счетна, то существует счетная систе- 
ма D > ©, такая, что каждый конечный элементарный 
частичный автоморфизм системы © непосредственно 
доопределим в ®. Определим теперь элементарную цепь 
{An [п < о}: 

Wo = УТ; 

З[..-+-: счетна, и каждый конечный элементарный частич-. 
ный автоморфизм системы YA, непосредственно доопреде- 
лим в +1. 

Тогда D = U {A, |п < ©} есть счетное однородное 
элементарное расширение системы YW. O 
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Следующее предложение используется в $ 22 для опу- 
скания типов. 


Предложение 20.6. Пусть a — счетный ординал, и 
пусть {Ws |6 <} — элементарная цепь счетных изо- 
морфных между собой однородных систем. Тогда 


И {Ws 16 <&«} =Ч.. 


Доказательство. Пусть A, = VU {36 |6 < 
<a}. Тогда A, > Ay, A, однородна и A, и A, реали- 
зуют одинаковые п-типы. По 20.4 J, ~A,. O 


УпрРАЖНЕНИЕ 20.7 (Эренфойхт). Взаимно однозначное 
отображение 5: X > У из X на У называется частичным 
изоморфизмом между системами A и Bc одной сигнату- 
рой, ели X CA, Ус В и для любых x, ..., Mn+, ЕХ, 
любого предикатного п-местного символа А и любого функ- 
ционального N-MeCTHOTO символа f 


We R(x, ..., tr) < BE R (22, ..., #2), 


р mf (2, ...) Ln) = In4+1 <> 
<8 Е 7 (gx, ee sy 8%) = §%n4+1- 


Говорим, что g непосредственно доопределим, если для лю- 
бого a € A (соответственно 6 Е В) существует такой эле- 
мент 6 В (соответственно аЕ А), что отображение 
g’: X U {а} > У U {5}, где g’x = 2х длях ЕХ, ва = db, 
является частичным изоморфизмом. 

` Пусть каждый конечный частичный изоморфизм между 
З[ и $ непосредственно доопределим. Показать, что Y= № 
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В этом параграфе через 7 будет обозначаться полная 
счетная теория, не имеющая конечных моделей. Пусть 
п (Т) — число классов изоморфизма счетных моделей для 
Г. Для каждого кардинала 


ХЕ {п [п ==2&1=1< 0} 0 {о,. 2%} 


существует такая теория Г, что п (Т) = x. Вот [1] пред- 
полагал, что из п (Т) < 29 следует п (Т) < о. Морли 
[1] доказал, что из п (Г) < 2® следует п (Т) < wy; его 
доказательство использует бесконечные логики. Лахлан 
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[4] показал, что если 7 ®-стабильна и п (Т) >1, то п (Т)> 
> о. В $ 39 будет установлено, что если T ®1-категорична 
ип (ТГ) >1, то п (Т) = о. Весьма интересный результат 
Bora (21.5), что п (7) всегда отлично от 2, является след- 
ствием теоремы 24.1. 

Система %) называется слабо насыщенной моделью для 
Т, если каждый п-тип р € S,T реализуем BY для любого п. 


ТЕОРЕМА 21.1 (Розенштейн). Если 1 < п (Т) < ©, mo 
T имеет, счетную слабо насыщенную ненасыщенную модель 
(ср. с упражнением 39.13). 


Доказательство. Множество S,7 счетно для 
любого п, так как п (Т) < о. По 18.4 Т имеет счетную 
насыщенную модель 5. Пусть Wy, ..., М, — счетные 
ненасыщенные модели для Т. По 16.3 п (ТГ) =k + 1. 
Допустим, что ни одна из систем Y; (1 < i < k) не являет- 
ся слабо насыщенной. Выберем числа п; u p; € S,,7 так, 


что р; не реализуется в Y;. 

Для любой формулы F обозначим через FI результат 
прибавления } к индексу каждой свободной переменной 
этой формулы. Положим 


да = {FMT 8-0 IF E py}. 


Тогда р; и 4; имеют одинаковые реализации, но g; и 4; при 
2] не имеют общих свободных переменных. Положим 
4 = Ц {qi |1 <1< №}. Каждый тип 4; реализуется BO 
по 18.3, поэтому 4 реализуется BY. Положим 


T*=TU {F (с, Ree) os | Pee Zr) Е 4}, 


где с, ..., ©,» не входят в Гип =У (п; [1 <#< kt. 
Пусть 8 — счетная модель для Т*. Тогда № является 
моделью для Г. Имеем % # %, (1 <i<k), так как % 
реализует 4;. Поэтому 8 ~ ФЗ. Таким образом, каждая 
счетная модель для Т* состоит из и реализации 4 
в WY. По 20.2 YW является однородной, следовательно, 7* 
®-категорична. По 18.2 S,7* конечно для всех п. Стедо- 
вательно, 5,7] конечно для всех! п, так как каждый эле- 
ment S, 7’ можно расширить до некоторого элемента S,7* 
и различные элементы из S,7 имеют различные расшире- 
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ния. Но тогда п (Т) = 1 по 18.2, что противоречит усло- 
вию. [1] 
Система 3 называется простой моделью для ТГ, если 


для любой модели № для Т существует f: A = 3. 


Система 3[ называется атомной моделью для Г, если 
для любого п каждый п-тип р € S,7, реализуемый в УТ, 
является главным. 


ЛеммА 21.2 (Вот). Система ЗЧ является простой 
моделью для Т тогда и только тогда, когда она есть счет- 
ная атомная модель для Т. 

Доказательство. Допустим, что YA проста. 
Тогда она должна быть счетной, так как Т имеет счетную 
модель. Допустим, что п-тип р € S,7 не является глав- 
ным. По 18.1 существует такая модель № для Г, что р 
не реализуется в 3. Так как существует {: AY = №, тор 
не реализуем в Y. 

Предположим, что YI — атомная счетная модель, A = 
= {а; |1<®} и % — модель для Т. По индукции 
определим f: {5 №. Зафиксируем п < © и допустим, что 
fa; уже определено для любого i < п, причем выполнено 
условие 


(Ql, Qa; heh = (3, fa; Pins 


Пусть p € Syi,7 есть n-+ 1-тип, который реализуется 


в MY последовательностью (dy, ..., @). Так как УЗ атом- 
на, то р порождается некоторой формулой РЁ с ет т 
Тогда 

(YN, a; yo, (EB x) F (Ao; eo 8 69 an -1) %); 


и поэтому 
(B, fa; lien EP (fay, wn 99 fay -1; b) 
пля некоторого В Е В. Полагаем fa, = 6. O 


Tropema 21.3 (Вот). Если У и № — простые модели 
для T, то A ~BK. 


Доказательство. Вследствие 21.2 и B 
атомные и счетные. Пусть А = {a; |1< 9} и В = 
= {b; |i< ®}. Определим по индукции множество 
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{(c;, dj) |1 < ®}. Зафиксируем п < © и предположим, 
что множество {(с;, d;) |i < п} уже определено Tak, что _ 


Случай 1. п четно. Пусть c, — элемент множества 


А — {с; |1 < п} с наименьшим номером. Пусть р € 9+ 17 
есть 2 -++ 1-тип, который реализуется последовательностью 


(Co, ..., Cp) B A. Так как Y атомна, то р порождается 
некоторой формулой F (x, ..., 41). Тогда 
ЕЙ (Oy 2 Xs, Saas Dy 
поэтому 
WSS ds jie bel Иа № 


для некоторого БЕ В. Полагаем d, = 6. 
Случай 2. п нечетно. Рассуждения проводятся 
так же, как в случае 1, с заменой YB на Y. 


Определим f, полагая fc, = 4,. Тогда f:% SB. п 


Лемма 21.4 (Вот). Если Ч — простая модель для T, 
то она однородна. 


Доказательство. Шо 21.2 WY счетная и атом- 
ная. Допустим, что 


| Wee sare Hy) аб ит 
Пусть а Е A, и пусть р € S,T есть п-тип, который реали- 
зуется последовательностью (41, ..., а. 1, а) в A. Так 
как Y атомна, то р порождается некоторой формулой 
F (11, ..., 20). Как и в 21.3, 

4. Biss so Deer По МЕ 
для некоторого 6 € A. Тогда 

(УГ, Q1; o 8 оу Qn -1) a) se (5, +, .. 9 oe b). м 


Следствие 21.5 (Вот). п (Т) = 2. | 


Доказательство. Допустим, что п (Г) = 2. 
Пусть Г и B — счетные модели для ТГ. Так как п (Т) < 
< о, то по 18.4 Т имеет счетную насыщенную модель, 
например %. Тогда по 20.2 существует f: AS B. Из. тео- 
ремы Лёвенгейма — Сколема (11.2) следует, что $ проста. 
Так как п (Т) = 1, то ввиду 18.2 существует такое п, что 
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S,7 бесконечно. Как ив 18.4, некоторый тип р. 5„Г не 
является главным. По 21.2 ‚р не реализуем в YW, поэтому 
Y не будет слабо насыщенной. Ho по 21.1 она должна быть 
слабо насыщенной. [Г] 


Система 3 называется минимальной моделью для T, 
если не существует такой модели B, что < Au = Я. 


"ТЕОРЕМА 21.6 (Вот). Пусть Т ®1-категорична, но не ®- 
категорична. Если YW — простая модель для T, то она 
является также минимальной моделью для Т. 


Доказательство. Допустим, что проста, 
но не минимальна. Тогда существует такая система 3, что 
$ < Ч, BAA и BLA по 21.3. Отсюда следует, что 
если © — простая модель для Т, то существует такая 
модель %, что © <®, DAOC и ® LY. Определим 
элементарную цепь (Ys |6 < w,} счетных моделей для Т: 

(1) ЗФ проста. 

(2) Пусты Ye! проста; выберем Чь;, так, что № < 
< Weis Mots oe Зв, Mota АУ в. 

(3) Положим YW, = U {3 |6 <} для предельного 
ординала A. Если у проста и, следовательно, атомна 
для всех 6 < A, то ЗФ, атомна и, следовательно, проста 
по. 24.2. 

Пусть © = U {Ap |6 < @,}. Тогда © есть атомная 
модель для 7 мощности ®1. Так как Г не является W-Ka- 
тегоричной, то по 18.2 для некоторого п существует 
неглавный п-тии р@5,Г. Пусть % — модель для T, 
которая реализует р и имеет мощность 1. Тогда 7 не яв- 
ляется @®1-категоричной. O 


В $ 38 будет показано, что каждая ®1-категоричная тео- 
рия имеет простую модель. 


УпрРАЖнНЕНИЕ 21.7. "Мы говорим, что главные и-типы 
из 5 Г плотны в 5, Г, если для каждой формулы F (xy, ... 
..., Ln), совместной с Г, существует главный п-тип р Е 
5, Г, такой, что F (x1, ..., tn) Cp. Показать, что 7’ ume- 
ет простую модель тогда и только тогда, когда главные 
п-типы из S,7 плотны в S,7 для любого п. 


УпрАЖнНЕНИЕ 21.8. Пусть Г ®-стабильна. Показать, что 
Г имеет простую модель. 
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УпрАЖнНЕНИЕ 21.9. Пусть п (Т) >1 и каждая счетная 
модель для Т однородна. Показать, что п (Т) > о. 


УпрРАЖНЕНИЕ 21.10. Пусть п (7) > и каждая счетная 
модель для Г однородна. Показать, что п (Т) = 2°. 
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Пусть ® — счетный язык, и пусть А (x) — выделен- 
ная формула языка ®. Если 3 — система той же сиг- 
натуры, что и &, то ее двухкардинальным типом назы- 


вается пара (х, 0), где х = сага AY, о = card RY и 
ВЯ = {а | ЧЕЛ (а)}. (Обычно В% называют выделен- 
ным подмножеством YX.) Выражение 


(%, 9)— (x’, 0’) 


означает, что для каждой системы % типа (х, р) суще- 
ствует 3 = типа (х’, 0’). Вот начал изучение теорем 
о двух кардиналах с доказательства того, что (%, 0) —> 
— (6, ®) (теорема 22.6) для всех х >о > ®. Теорема 
22.6 используется в $ 38 и $ 39 для развития понятия раз- 
мерности моделей ®:-категоричной теории. Как правило, 
теоремы о двух кардиналах доказываются при помощи 
опускания типов; иногда, как в следствии 24.5, они сами 
используются для опускания типов. В доказательстве 
теоремы о двух кардиналах опускается следующий тип: 
«т есть новый элемент выделенного подмножества». Таким 
образом, в доказательстве 22.4 система ©, расширяется 
до ©%5:1, и при этом выделенное подмножество не увели- 
чивается. 


ПрЕдложЕниЕ 22.1. Пусть A < B, сага $ = о, ВЯ = 
= 48, БЕВ — АирЕБТ ((B, Ь,). п). Тогда суще- 
ствуют системы W* и 3%*, такие, что A* < B*, 
cand 8 * = о, (AE a A" Як ВЕ 
Е В* — А* и р реализуется в №*. 

Доказательство. Пусть К — одноместный 


предикатный символ, не входящий в %. Пусть ok — 
язык, полученный добавлением к & символа К и констант 


для всех элементов из А. `Каждой формуле Н языка ЗА 
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сопоставляется формула HE, которая определяется индук- 
цией по длине НД: 
(i) если Я не содержит кванторов, то НК совпадает с Н; 
(ii) если Н есть (Ex) F, то НЕ есть (Е 2) (К (x) & F). 
Формула НК называется ограничением Н на К. 
Обозначим через 5 следующее множество предложений: 
(1) Т ((B, Бьев), К (a) для всех a Е A; 
(2) НК для каждой формулы НЕТ ((9Т, a ол); 
(3) универсальное замыкание формулы 


[Е (21,.... Ln) &K (<). & ...КК (z,)] —> 
—- Н (x4, ‚ 8 eg fn) 
для каждой формулы A (21, ..., 2) языка Q; 


(4) (x) [R (x) > К (2); 

(5) ] К (6), где b — данный элемент из В — А. 

(6) G (©) для каждой G (x) Е р, где е — предметная кон- 
станта, не входящая в (1) — (5). (Для простоты 'обо- 
значений считаем п =ЛТит =0 

Множество 5 совместно, так как любое конечное под- 
множество из S выполняется в №, если интерпретировать 
К (x) как х Е А“. Пусть №* — счетная модель для 5. 
Положим 

А* = {b | 3* Е К (6)}., 
Для любого п-местного предикатного символа J языка & 
определим 
Jur — 18° 9 (A*)*. 

Функции и выделенные элементы в Y* определяются ана- 
логично. По (1) № < B*. По (1), (2) A < %*. По (3) 
[* < B*. По (4) В\* = В®*. По (5) БЕВ* — А*. Нако- 
Her, в силу (6) р реализуем в B*. O 


Предложение 22.2. Пусть Ч < 3, сага $ =o, В® = 
= R® БЕВ Аш p€S,T (A, а; ):<т). Тогда суще- 
ствуют системы З* и 3*, такие, что A* < B*, 
card 3* = о, В®* = RB* < B < B*, БЕВ* — 
— А* и р реализуем в W*. 

Доказательство проводится так же, как 


и для 22.1. Единственное изменение в пункте (6): С (©) 
заменяется на С (с) & К (в). O 
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Лемма 22.3. Пусть Ч < 3, сага B= ao, ВЯ — R® 
и А == В. Тогда существуют системы A* и B*, такие, 
что < A*,B < B*, A* < B*, RW — R®*, A* & B*, 


B* cuemna, A* и B* однородны и A* = B*. 


Доказательство. Аналогично 20.5. По 22.1 
и 22.2 существует диаграмма 


50. — pS Tae = в,—<... 
VY aa 
Е о. 


удовлетворяющая условиям 

(1) Y= Wo, B = Bo; 

(2) существует такое 6, что b € B; — А; для всех i; 

(3) В = R®i: WM; и №; счетны; 

(4) если p€S,7 реализуем в %3;, то р реализуем 
BM si+45 

(5) каждый частичный автоморфизм системы Y3;+4 
непосредственно доопределим в Bs5;+. (ср. с 20.5); 

(6) каждый частичный автоморфизм системы Y%3;+5 
непосредственно доопределим в З;+ 

Положим №* = ый {B; cone = = J = oF, 
По 20.4 3* ~ B*. 


ЛеммА 22.4 ae Пусть Ч < №, А ~B, сага № = ow 
и ВЯ = В». Тогда существует такая система © > &, 
что card © = 1 и сага В® < в. 


Доказательство. Вследствие 22.5 можно 
предполагать, что З[ и BS однородны и изоморфны. Индук- 
цией по 6 определим элементарную цепь {68 | 6 < oj}: 

(1) CG, way Y. 


(ii) Допустим, что 65 ^ 6,. Выберем ©5+, так, что 


R® ty 
6. < бант, Cs 52 РР ° = й Чи ©. АУ 6+1. Систе- 
a ©: находится в том же отношении к ©з,что и H к YQ. 
(iii) Если М — предельный ординал, то ©, = 
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= U {@, |6 <^}. Допустим, что ©, =©, для любого 
$ =. Ho 20.6.6,. = 6... 

Полагаем © = U {@, [6 < o,}. O 

Пару (54, 8) назовем парой Boma для Т, если суще- 
ствует такая формула R(x), что ДЕТ, UB, А = В, 
ВЯ — R® и ВУ бесконечно. 


Следствив 22.5. Если теория T ®1-категорична, то 
она не имеет пар Boma. 


Доказательство. Пусть К — одноместный 
предикатный символ, не входящий в Г. Для любой форму- 
лы Н в языке теории 7 определим НК, ограничение Н 
на К, как в доказательстве 22.1. Обозначим через S сле- 
дующее множество предложений: 


ИР: 
(2) универсальное замыкание формулы 
[HE (x,, ..., tn) & К (11) &... & К (2,)] > 
—> H (4, .. +, м) 
для любой формулы A (51, ..., 4.) в языке теории 7; 


(3) (x) [В (x) — К (2); 

(4) ]К (6), где 6 — предметная константа, не входя- 
щая в язык теории Г. 

Допустим, что 7 имеет пару Bota (©, ®), такую, что 
Вв — R® и А» бесконечно. Тогда множество 5 совместно, 
потому что ® можно рассматривать как модель для 5, 
интерпретируя К (x) как „х Е С“. Пусть №* — счетная 
модель для 5. Определим %[* как в доказательстве 22.1. 
Тогда (5*, №*) есть пара Bora. По 22.4 Т имеет такую 
модель ©*, что card ©* = w, и сага R&* = в. В силу 
компактности 7 имеет модель D*, такую, что card D * = 


= @, и card R®* — ®,. Понятно, что ©* я D*. O 


ТЕОРЕМА 22.6 (Вот). Если х >о го, mo (x, о) 
— (®1, @). 
Доказательство. Пусть card D = x 


и сага R® = р. По теореме Лёвенгейма — Сколема (11.2) 
существует © < ®, такая, что В® = R® и сага © = 0. 
Тогда (©, ®) есть пара Вота для 7D. Как и в доказатель- 


$ 28. Теорема Чэна о двух вардиналах 79 


стве 22.5, 1% имеет модель D*, такую, что card D* = 
= @, и card В®* —= о. O 


$ 23. ТЕОРЕМА ЧЭНА О ДВУХ НАРДИНАЛАХ 


Пусть & — счетный язык, и пусть А (x) — выделен- 
ная формула этого языка. Допустим, что № — система 
той же сигнатуры, что и ®, и сага $ > сага А > o. 
По 22.6 существует такая система © = №, что сага © = 
=, и сага R® = о. Пусть х — регулярный несчетный 
кардинал, такой, что 2° < х для всех р < x. Мы докажем 
ниже, что существует такая система © = 5, что card © = 
— + и сага В® = x. Допущения относительно х тре- 
буются, чтобы получить некоторые насыщенные системы 
мощности %. Эти системы будут использоваться для опус- 
кания типов, подобно тому как использовались в доказа- 
тельстве 22.4 счетные однородные системы. 


Предложение 23.1. Пусть card 8 >> card В® > о. Пусть 
х — регулярный несчетный кардинал, такой, что 2 < % 
для любого о < х. Тогда существуют изоморфные насыщен- 
ные системы Wy и Wy, такие, что % =У., Ay < Aj, 
Зо == Ay, R%™% — R% и сага Wo == card WY, = cara RM = x, 


Доказательство. Из теоремы 11.2 Лёвенгей- 
ма — Сколема следует, что существует 9 < №, такая, 
что RY = АЗ и сага R® == сага Y. Выберем БЕВ — 
— А. Пусть К — одноместный предикатный символ, 
не входящий в ®, и пусть LK получается добавлением 
к & символа К. Определим НЕ, как в доказательстве 
22.1, и обозначим через 5 следующее множество предло- 
жений: 


(1) $75; 
(2) универсальное замыкание формулы 
Е, wx oy SRY Мы А I 
—Н (25: eo as ta) 
для любой формулы Н (51, ..., 2.) языка &; 


(3) (х) [В (x) > К (1); 
(4) ПК (6), где 6 — выбранный элемент из В — А. 
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Множество 5 совместно, так как % является моделью 
для S, если интерпретировать К (x) как „х € А“. Пусть 
{1 — насыщенная модель для 5 мощности х. Существо- 
вание 3[, следует из 16.5. Положим 


= {а |а 6 А, & ЧЕК (а)}. 


Предикаты и функции на УФ, определяются C помощью 
ограничения. Таким образом, для любого п-местного пре- 
дикатного символа J языка & 


Л = Л (А о)”. 


По (1) % =A, По (2) A <A, По (3) R% = АМ. 
А всилу (4) 9, ~ Ay. Из (1) следует, что card В > в. 


Так как YJ, насыщена, то сага R% — x. Покажем, 
что УФ, насыщена. Пусть рЕЪ.Т ( (3, хех), где 
сага Х <х. Конъюнкция любого конечного подмноже- 
ства из р|) {К (x)} выполнима в Ba следовательно, р 
реализуется в УФ. По 16.3 A, д Aj. 


Пусть система 3 такова, что card “Ra > = ®. Система 
MW называется В-насыщенной, если каждый тип р со сле- 
дующим свойством реализуется в Y: 


рЕЪ:Г (MA, yey), сага У < card Au В (x) Ер. 


Можно использовать А-насыщенные системы, чтобы обой- 
ти один недостаток насыщенных систем, а именно что объе- 
динение элементарной цепи насыщенных систем не обя- 
зано быть насыщенным. Если бы объединение всегда было 
насыщенным, то теорему Чэна о двух кардиналах можно 
было бы доказать следующим образом. Начать с пары си- 
стем Y%,, З[., построенной в предложении 23.1. Построить 
с помощью индукции по 6 элементарную (цепь 
{Ye |6 < %*}. 


(i) Зафиксировать 6 >1 и предположить, что %[. изо- 


_морфна Зь и, следовательно, насыщена для всех у < 6. 


(ii) Если 6 — предельный ординал, положить УФ = 

=U {Wy ly <6}. Тогда (если бы объединение элемен- 
тарной цепи насыщенных систем было всегда насыщенным) 
Ws насыщена и, следовательно, изоморфна Wo. 

(iii) Если 6 — последователь некоторого ординала, то 
выбрать Ws так, чтобы 3$ находилась в таком же отноше- 
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нии к 5-1, в каком Y, находится к Зо.‘ Тогда Зь- <. 


< Зв, As-1 A Зв, Э№- ~ As’ и Rees we 8%. 

Положить © = U {3 [6 <х*}. Тогда card © = 
—= х+и R® — RX, Хотя замечание в скобках в пункте 
(ii) ложно, можно доказать теорему Чэна таким путем, 
как \указано в (i) — (iii), заменив насыщенные системы 
В-насыщенными. Чтобы превратить шаг (ii) в нечто пра- 
вильное, требуется еще некоторое слабое предположение 
относительно YW. Сигнатура системы 3, должна содер- 
жать двуместный предикатный символ |М (у, x), такой, 
что формулы 

(1) № (у, =) > В (у) & R (2), 

(2п) В (11) &...&РВ (tq) > 

—(Еу) (х) [М (у, <) ==, \/... Vx =] 

истинны BY) для всех п >0. Если в сигнатуре нет тако- 
го М, то можно его добавить. Система З[, была получена 
по 23.1. В 23.1 предполагается, что существует система 5, 


такая, что сага R® => ®. Добавление подходящего N® 
к & не более сложно, чем выбор однооднозначного соот- 


ветствия между R® и конечными подмножествами в R®. 
В результате добавления № xB каждое конечное под- 


множество R® получает «имя» в R®. 
Так как Y,=% и Ay насыщена, то результатом 


добавления М0 является запас «имен» в В для под- 
множеств из R%™o мощности, меньшей card УГ . Говорим, 
что №№ — называющее отношение для Wp. 


Лемма 23.2 (Чэн). Пусть {We |b << A} — элементар- 
ная цепь В-насыщенных систем мощности %, таких, что 


В% — R%™0 для всех 8 <^. Пусть < и+и Uy имеет 
называющее отношение №№. Тогда система 


YM, = U {№ 16 <A} 
является К-насыщенной. 


Доказательство. Пусть р € S47 ( (1), Y dyer, 
card У < сага Y, и R(x) Ер. Тогда 


р = {G; (x) |i € J}, 
6—01005 
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где card J < сага Y,., Для любого конечного подмноже- 
ства JCI выберем a; © В = R%o так, чтобы выполня- 
лось 

| W FG; (az) для всех i Е У. 
i:ycTh Л — предельный ординал. Зафиксируем i Е Г; каж- 
дый элемент из А), о котором упоминается BG; (x), входит 
В As, для, некоторого 6;< A, такого, что card 1 < 


< сага Зе, Теперь нужно найти 6; Е В со с ойствами 
(a) в, (2) [№ (6, 2) > 6, (a)]; 
&(Ь) As, = N (6:, ал) для Beex,J, таких, что i EJ. 
\Элемент 6; будет служить «именем» для некоторого 
подмножества множества 


{а | Yo, Е G; (a)}, 


которое включает в себя все ay для J 5 i. Так как все ay 
принадлежат А, то каждое конечное множество ‘тех 
аз, которые удовлетворяют G; (x), имеет «имя» в Re, Сле- 
довательно, существование 6; вытекает из А-насыщенности 
системы 3. 


Выберем g € S47 ( (3, 6; ст), такое, что 
| gq => {N Фь НЕТ). 


Такое 4 существует, потому что для любого конечного 
1< 1 конъюнкция {М (6;, 4) |i € J} выполняется при 
x = ал. Любая реализация для 9 в Wy есть реализация 
для р в... Но 4 реализуем в Yo, так Kak З[, В-насыще- 
на; 1 

ЛЕммА 23.3. Пусть {AU == №, card A = сага №, B 
насыщена и Ws В-насыщена. Тогда существует такое 
f: {= 3, что 1 [ВЯ ] = А®. 

Доказательство. Пусть А = {ag |5< x} 
и RB — {by |5 < сага В}. Индукцией по 6 определим 
множество { (ag, 68) |5< x}. Зафиксируем 6 и допус- 
тим, что 

(Qf, Ay y<6 = (5, 2% )у<ё- 

Случай 1. 6 четно. Пусть аё — элемент множе- 

ства ‘A — {ay |} < 6} с [наименьшим индексом. Пусть 


* 
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р есть 


{F (x) | (9, ap )y<o Е F (a8)}. 


Так как % насыщена, р реализуется в № некоторым эле- 
ментом 6; полагаем 6$ = 6. 

Случай 2. 6 нечетно и 6 < сага R®. Пусть bt — 
элемент множества А® — {by |y < 5} с наименьшим 
индексом. Пусть g есть 


{F (x) | 68, %),<в Е F (%)}. 


Ясно, что А (x) Е 4. Так как система Y% А-насыщена, то д 
реализуется в % некоторым элементом а Е RY; полагаем 
ak = @. 

Определим f: А > В, полагая fag = 6$. По случаю 1 
область определения f есть А. По случаю 2 } отображает 
ВЯ на В®. п 


ТЕОРЕМА 23.4 (Чэн). Если и’ > и 2 Фих — регуляр- 
ный несчетный кардинал, такой, что 2°< для всех 


ох, то 
и, м) — (**, *). 


Доказательство. Пусть № имеет двухкарди- 
нальный тип (uw’, и). Допустим, что № обладает назы- 
вающим отношением №8. По 23.4 существуют насыщен- 
ные системы УЗ, и YW, мощности х, такие, что BH == 
=Y%,, A <A, A, AA, и R% = А\. Индукцией по д 
определим элементарную цепь {3 |6 < x*}. 

(i) Зафиксируем 6 >1 и допустим, что системы Yy 
В-насыщены, card Y, = хи А% = R%0 для всех у < 6. 

(ii) Если 6 — предельный ординал, то полагаем Зв = 
= U {Ya |6’< 6}. Тогда Зв является В-насыщенной 
системой по 23.2. 

(iii) Если 6 — последователь некоторого ординала, то 
по 23.3 существует такое f: {ь-, = Ao, что f [88-1] — 
= Ro, Выберем ЗФ так, чтобы система УЗ находилась 
в том же отношении к 3-1, в каком У, находится 
к / [9-1]. Тогда Ws > Зв, в 52 в, RM = 8-1 
и в А-насыщена. 

6* 
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Положим © = U {3% |5< xt}. Тогда card © = 
и А%№ = Re П 

Заключительное замечание о роли насыщенных систем 
в доказательстве теоремы Чэна о двух кардиналах: Усло- 
Bue АН-насыщенности системы Yy означает, что любое 


возможное добавление к А № уже было реализовано в З{.. 


Поскольку R% столь богато, то кажется правдоподоб- 
ным, что YW, можно расширить, не реализуя типа «xX есть 
новый элемент А». 

Йенсен показал, что если имеет место аксиома кон- 
структивности (У = L) Гёделя, то 


(u’, и) — (+, Хх), 


где и’ > и 2 о их о. Его доказательство для син- 
гулярного % использует идеи, изложенные после 23.2 


ий 24.3. 


$,24. ТЕОРЕМА НЕЙСЛЕРА О ДВУХ 
КАРДИНАЛАХ 


Еще один метод опускания типов дает теорема полно- 
ты (24.2) для ®-логики. 

С данной сигнатурой т связан язык первого порядка 
%., определенный в $ 4. Можно также связать с т язык 
@«-логики 8, который получается добавлением к %. 
`одноместного предикатного символа М и множества 
{nm |п < w} предметных констант. Предполагается, что 
М№ и константы 9%, где п < о, не входят BY ,. Термы и фор- 
мулы языка QP определяются, как в $ 4. 

Алгебраическая система Y называется W-cucmemoii, 
если {п | п < о}с А. Если Y есть ®-система сигнатуры т, 
то ее можно обогатить до системы Y®, в которой все пред- 
ложения языка Ly имеют определенные истинностные 
значения. Система 3[® есть Yc добавленным одноместным 
предикатом 


NY = {п |п< о} 


и множеством {п | п < ®} выделенных элементов. Пусть 
H (2,..., %n) — формула языка BF u a), .:., a СА. 
Тогда мы считаем, что WEA (a, ..., A), если AE 
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ЕН (а1,..., @n) в смысле $ 5, когда mM интерпретируется 
как n, а М (x) — как yx 6 ММ“. 

Язык &т имеет значительно больше выразительных 
средств, чем %.. Например, каждая модель для формулы 
(x) (Ey) (x = y&N (у)) счетна. 

Пусть S — множество предложений языка QP, вклю- 
чающее в себя {т ~An|m=A п} 0 {М (n)|n Ех}. Мно- 
жество 5 называется ®-совместным, если оно совместно 
(в смысле $ 7) и если для любого предложения языка 8% 
вида (Ez) [М (x) & Е (x)] из совместности множества 


SU {(Ex) [М (x) & Е (2) 


следует совместность множества Sl {Ё (m)} для некото- 
рого и. Понятие -COBMeCTHOCTM не является финитар- 
ным, т. е. может случиться, что каждое конечное под- 
множество Sy 5 ®-совместно, а все 5 — нет. Тем He ме- 
нее понятие ®-совместности абсолютно. 


Предложение 24.1. Пусть S есть ®-совместное множе- 
ство предложений в-логики, и пусть G — предложение 
той же сигнатуры, что и 5. Если 5 |] {@} совместно, то 
S U {G} w-coemecmno. 


Доказательство. Пусть S |) {G, (Ex) [№(х)& 
& F (1)]} совместно. Тогда S U { (Ez) [С &М (2) & Е (+) } 
совместно, так как С есть предложение. Но тогда для 
некоторого п множество 


SU {G&F (п)} 
также совместно. Г] 


ТЕОРЕМА 24.2 (Open). Если S — счетное ®-совместное 
множество предложений в-логики, то S имеет модель 
(ср. с упражнением 24.7). 


Доказательство аналогично доказательству 
Генкина для теоремы 7.1; существенно используется счет- 
ность S. Пусть {e; |i < ®} — последовательность пред- 
метных констант, не входящих в 5. Пусть {F; (x) |i< 
< ®} — пересчет всех формул (в языке множества 5 
с добавленными с;), не содержащих свободных перемен- 
ных, отличных OT x Определим индукцией по i послелдо- 
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вательность {7'; |i < ®} совместных множеств предло- 
жений. Построение будет! гарантировать, что Ть = 
= U {Т; |i< ®} о-совместно и что каждое предложе- 
ние или его отрицание принадлежит Го. 

Положим Г. = 5. Зафиксируем i > 0. Допустим, что 
T ; уже определено так, что оно совместно и получено добав- 
лением к 5 конечного числа предложений. 

Случай 1. Переменная x входит свободно в F; (5). 
Выберем константу C;, которая не входит ни в Г;, ни в 
Е; (x). Положим 


Titi = ТГ; 0 {(Ex) F; (x) > F; (в»)}. 


Тогда 7;,, совместно, так как Г; совместно; доказа- 
тельство то же, что и для 7.1. 

Случай 2. F; (x) есть предложение, обозначим его 
через Р;. 

Случай 2a. F; не имеет вида (Ez) [М (2) & A (z)). 
Если 7; U {F;} совместно, положим ТГ: = Г; U {Ё; 
в противном случае Г! = Г; |) {"]Е,}. Вак и в 7.1, 
T 344, совместно. 

Случай 2b. F; имеет вид (Е) [М (2) & Н (z)I. 

Случай 2b (i). Множество Т; U {(Ex) [№ (2) & 
& H (x)]} не совместно. Положим a те] 

Случай 2b (ii), Множество Т; U {(Е 2) [№ Av 
& H (х)]} совместно. По 24.1 существует такое п, что 


Т: U {М (п) & Н (п)} 


совместно, так как 7’; отличается от 5 конечным числом 
формул. Положим 


Lin. = Ti U {F;, N (n), Н (n)}. 


Пусть Tyg = U {Т; |i<c wo}. По случаю 2 каждое 
предложение или его отрицание входит в Го. Так как 
каждое 7; совместно, то Г. тоже совместно. Чтобы пока- 
зать, что То «-совместно, допустим, что Гъ |) {(Ex) [М (2) & 
&Н (х)]} совместно. Из случая 2b следует, что 


To U {М (n) & Н (n)} 
совместно для некоторого п. Теперь модель YM для S можно 


построить из Г тем же способом, что в 7.1. Элементами 
множества А являются классы эквивалентности констант- 
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ных термов, входящих в Г. Свойство ®-совместности 
множества Г. требуется, чтобы показать, что ЖЕР тогда 
и только тогда, когда РЕ Те, где F — любое предло- 
жение о-логики сигнатуры Го. Г] 


Пусть 3 — система, в сигнатуре которой содержится 
одноместный предикатный символ А и двуместный пре- 
дикатный символ <. Пусть <® — линейный порядок 
на В без наибольшего элемента. Пусть F (у, z) — форму- 
ла в языке системы {%, Вьев. Говорят, что B облада- 
ет свойством Kry, 2), если ЗН (i) — (ii), где (i) есть 


(и) (Ey) (Ez) и < у&В (2) & Р (у, 2), 


а (11) есть 
(Ez) (и) (Ey) [и < у&В (2) & Р (у, 2)). 


Говорим, что 5 обладает свойством К, если она обладает 
свойством ir, » для любой формулы F (y, 2) в языке 
системы (8, 6б)ьев. Интуитивный смысл свойства К 
следующий: oe f есть сколемовская функция на №, та- 


кая, что fy 6 R® для как угодно больших у, TO существует 
5 Е R®, такой, что fy = 2 для произвольно больших у. 
4 а 


Лемма 24.3 (Кейслер). Пусть система 8 счетна и об- 
ладает свойством К. Тогда существует, счетная система 


© > №, такая, что С ~ Ви RE = R®, 


Доказательство.! Если R® конечно, то лем- 


ма следует из 7.3.' Предположим! что › RB бесконечно и 


{b |bfE RB} = {n|n< o}. > 


Пусть 5 — следующее семейство предложений ©-логики: 
(i) Т (45, “Въ ев); 
(ii) {6`<7’с |ГЕВ} где © — предметная константа, 
не входящая*в (i); 
(iii) (x) [В fot) sas N Gr. 
Любая счетная модель для 5 может быть взята в качестве 
©, поэтому по 24.2 достаточно убедиться, что 5 ®-совме- 
стно. Любое конечное подмножество из S выполнимо BS, 


так как порядок < не имеет наибольшего” элемента; 
следовательно, 5 совместно. Пусть F (у,2) — такая dop- 
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мула в языке системы (5, Б)ьев, что 
| SU {(Ez) [В (2 & Е (в, 2] } 


совместно. Так как 5 включает! в себя Т ((®, В)ьев) 
и с интуитивно является произвольно большим элементом 
множества В, то 


(и) (Ey) (Ez) lu yy &R (2) & Fy, 2) 


истинно в %. Так как № обладает свойством K py, 2), 
то существует такое п, что 


(и) (Ey) м <у&В (п) & Е (у, п) | 
истинно в %. Но тогда 
50 {В (т) &Е (с, n)] 
совместно, так как < ® не имеет наибольшего элемента. [| 


ТкорЕмА 24.4 (Кейслер). Пусть card % > сага В“ >. 
=>. Тогда существуют системы S и ©, такие, что 


card 8 = ©] card © = @,, № < 1,1 51 < © и`В® = RE, 


Доказательство. По теореме Лёвенгейма — 
`Сколема (11.2) можно предполагать, что 


сага ="(сага В+. 


Добавим к сигнатуре системы 3 двуместный предикатный 
символ < и определим на Y отношение < ый являющееся 
полным порядком на A, изоморфным полному порядку 
ординалов, меньших, чем сага YW. Так как кардинал card Y 
регулярен и больше, чем card В%, то Y обладает свойст- 
вом К. 
‚‚, Выберем счетную систему % < 3[. Ясно, что Ж’обла- 
дает свойством К. Индукцией по 6 определим элементар- 
ную цепь {By |6 < a}: 

(i) Bo = e 

(ii) `Если 6 — предельный oppunan, Biro’ EB, = 
= U{®, |a < 5}. Система №5 обладает свойством К, 
так как 8, < 8, и, обладает свойством К. 

(iii) Допустим, что 3, обладает свойством К. Тогда 
по 24.3 существует счетная система %g+, > Bo, такая, 


что Вё+1 52 Bs И Ав+ = R®s, 
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Полагаем © = {|6 < о}. 0 


Доказательство теоремы 24.4 выявляет потенциальные 
возможности выразимости языка первого порядка. Система 
Y обладает свойством К по следующим причинам: card YW 


регулярен, card AU >> сага В \ и < “есть полный поря- 
Док на A, изоморфный порядку на card Y. Свойство К — 
свойство первого порядка, т. е. если OS == © и Y обладает 
свойством КА, то © тоже обладает свойством К. Однако 
понятие полной упорядоченности не выразимо в языке 
первого порядка. (Существуют линейные порядки A и №, 
такие, что 5 == №, 93 вполне упорядочено, а 5% — 
нет.) Таким образом, К есть только остаток первого поряд- 
ка от свойства 3[ второго порядка, но этого достаточно для 
доказательства опускания типа (24.3), использованного 


в 24.4. 


Следующий результат является одним из наиболее 
типичных примеров применения теоремы о двух кардина- 
лах для опускания типа. 


Следствие 24.5 (Кейслер). Пусть Т — счетная теория, 
такая, что каждая модель для Т мощности 1 однородна. 
Гогда каждая несчетная модель для Т однородна. 


Доказательство. Пусть % — несчетная 
модель для Г. Допустим, что существует элементарный 
частичный автоморфизм 5 системы 3, мощность которого 
меньше, чем мощность YJ, и который не является непосред- 
ственно доопределимым. Таким образом, 


(2, ИЕН — (QI, ВИ ще, 


но для некоторого СЕ A 
(YL, и, СЕЙ ЕЕ (2, gu, в) ЕО 


для любого DEA. Добавление некоторых отношений 
и функций к YY дает, возможность выразить указанное 
выше нарушение однородности единственным предложе- 
нием о-логики. Пусть (и = двуместный предикат, такой, 
что 


(а, аз} € GY +> ga, = ао. 


ss a 
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Допустим, что {п |п< о} А. Пусть Й — трехмест- 
ная функция, такая, что для любой последовательности 
(а,..., а) Е A” существует а Е A со свойством 


Е (а, п, i) = @; 


для всех i (1<i<n). Функция t позволяет ввести 
кванторы по конечным последовательностям элементов 
из А. Поэтому формулу 


(Ez,) a? 9 (Ez,) Q (21, o = 2% Ln) 


можно заменить на 
(Ez) О (#(х, п, 1), ..., Е(х, п, п). 


Пусть 5% — трехместный предикат, такой, что для всех: “nh, 


ео: (n, e, а) Е 5% тогда и только тогда, когда е есть 
гёделевский номер формулы F (51, ..., д.) и 


Ae ЕР (Е (а, п, 1),..., Е (а, п, п)). 


Пусть 9* есть обогащение 3 с помощью GY, { и 5%. 
Тогда тот факт, что & не является непосредственно доопре- 
делимым в 3[, можно выразить единственным предложе- 
нием ©о-логики, истинным в Y*. | 

По 24.4, существуют системы %№* и 6*, такие, 

* % ; 

что №* < Y*, Be ~ C*, GB* = G&*, card: B* =o u 
card ©* = @,. (Функция t™ позволяет рассматривать 


G™ как одноместный предикат.) Тогда G®* есть график 
счетного элементарного частичного автоморфизма системы 
©*, который не является непосредственно доопределимым 
в ©*, поэтому ©* — неоднородная модель’ для Г мощно- 
сти @,. CL 


Шелах получил более сильное утверждение: в условиях 
предложения 24.5 каждая несчетная модель для Т 
насыщена. 


УпрАЖНЕНИЕ 24.6. Пусть Г — счетная теория, такая, 
что каждая модель для Г мощности”, насыщена. Пока- 
зать, что каждая несчетная модель для Г насыщена, 
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УпрАЖнНЕНИЕ 24.7. Пусть S — счетное множество пред- 
ложений о-логики. Допустим, что 5 имеет модель. Явля- 
ется ли 5 ®-совместным? 
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В $27 начинается классификация 1-типов по Морли. 
Ее основные свойства могут быть выражены в языке кате- 
горий и функторов; поэтому не удивительно, что аналогич- 
ные классификации 1-типов (см. Шелах [1], [2]) имеют 
подобные свойства. Производная Морли определяется 
в $ 29 как операция, заданная на некоторых контравари- 
антных функторах. В настоящем параграфе представлен 
обзор всех теоретико-категорных понятий, используемых 
в $ 29 

Категория & состоит из объектов Y, №, ©, ... и мор- 
физмов ]: A> 5, р: Bo 6, ... . Каждой паре морфиз- 
MOB 


i: A>, g: BoC 


сопоставляется морфизм gf: 2 —> ©, называемый компо- 
зицией морфизмов f и g. Каждому объекту З[ сопоставляет- 
ся морфизм fy: УГ — YW, называемый тождественным на 


WM. Композиция и тождество подчиняются двум аксиомам: 
(i) h (gf) = (hg) Ь rnef: Ч- Bg: Bo бий: CD. 
(ii) 157 =fu gig = &, где f:A>-Bug: № — 6. 
Говорят, что 6’ допускает фильтрацию, если для любой 

пары 91, B объектов из 6’ существуют объект © и морфиз- 

мы ]: Y> бир: № -— 6. 
Говорят, что & допускает фильтрацию с объединением, 

если для любой пары ]: D> Ч, k: ® — № морфизмов 

из 6’ существуют объект © и морфизмы f: ТТ - © и 

2: № > ©, такие, что fj = gk. 

В $ 10 были определены направленные множества. 
Прямая система {5[;, }+;} в # состоит из направленного 
множества (D, < ), семейства {3[; |i ЕД} объектов из & 
и семейства {};: %;—> 9, |i<j} морфизмов из 6, 
таких, что 

(а) fi = ly. 

(b) fin = fin fig THE TSF SK, 
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Прямой предел в 5 прямой системы {9[;, };;} состоит 
из объекта YY категории & и семейства {f;: AW; — 
— 9 |: ЕД} морфизмов категории &, удовлетворяю- 
щих условиям: | 

(с) fifig = В при i <j; 

4) пусть 3 — любой объект из & и {gi: Ay 
— % |i¢€ D}— любое семейство морфизмов из &”, такое, 
что #;];; = #; при $ < }; тогда существует в & единствен- 
ный морфизм р: 3[ -> B, такой, что gf; = g; для всех i. 

Из (4) следует свойство универсальности прямых преде- 
лов: все прямые пределы системы {9Т;, }+;} (если они суще- 
ствуют в 6) изоморфны. Прямой предел системы {51;, f;;} 
обозначается через Пт Y; или через З[„». Говорят, что 5 

т даря Ey, 
допускает прямые пределы, если любая прямая система 
в # имеет прямой предел в 5. Теорема 10.1 и предложе- 
ние 10.2 утверждают, что категория всех алгебраических 
систем и всех элементарных мономорфизмов допускает 
прямые пределы. 

Обратная, система в & состоит из направленного мно- 
жества (D, <), семейства {Y%; |i € D} объектов из 6 
и семейства {f;;: 31, — A; |i <j} морфизмов из 6, удов- 
летворяющих условиям: 


(1) fi = 19,3 

(2) fre = Льву при <] Ё. 

Обратный предел в KH обратной системы {5[;, f;;} состоит 
из объекта $%|[ категории & и семейства {f;: 9 — 3; iE D} 
морфизмов категории 6’, удовлетворяющих следующим 
условиям: 

(3) fits = № Upu <} 

(4) пусть SB — любой объект из № и {2 %- 
— 91; | € D} — семейство морфизмов из &, таких, что 
fig; = 8; при i <j; тогда существует в 6’ единственный 
морфизм 2: № > Y, такой, что f;g = g; для всех i. 

Из (4) следует свойство универсальности обратных пре- 
делов: все обратные пределы системы {Y%;, f;;}, если они 
существуют в &, изоморфны. Обратный предел системы 
{З[;, fj¢} обозначается через lim YW; или через ЗФ». Гово- 


<=—- 
pat, что & допускает обратные пределы, если любая обрат- 
ная система в & имеет обратный предел в &. В $ 26 будет 


| 
a 
An 
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показано, что категория компактных хаусдорфовых про- 
странств и непрерывных отображений «на» допускает 
обратные пределы. 

Пусть #@, и &, — две категории. Контравариантным 
функтором Е: &#, —> &, называется отображение, сопо- 
ставляющее каждому объекту YW из &, объект FY из &#., 
а каждому морфизму f—:%—>B из &, — морфизм 
Ff: FS > FA из &’., причем выполнены условия: 

(i) F {y= 129; 

(ii) Fef=FfFg,, me f:A>B и в: >66. 
Если {U;, f;;} — прямая система в &,, то (РЯ, РЕ — 
обратная система в &э. Говорят, что Ё сохраняет пределы, 
если выполнены условия: : 

(а) {FU;, ЕЬ;} имеет обратный предел в % ay если 
{M;, №;} имеет прямой предел в 6. 

(b) Пусть прямой предел системы {Y;, f;;} состоит 
из и {f;: A; > Ao}, а обратный предел системы {FY;, 
Ff,;} состоит из lim FY; и {g;: lim FA; — FA;}. Пусть 

oo co 


и: FU — lim FY; 
=—— 


— единственный морфизм, такой, что g;g = Ff; для всех 
i. Тогда g — изоморфизм. 

Категория 6* называется подкатегорией категории 
6, если выполнены условия 

(а) Каждый объект из &* является объектом из &. 

(Ъ) Каждый морфизм из &* является морфизмом из &. 

(с) Если f: A>B и g: № —- 6 принадлежат &*, 
то композиция fu g &`* совпадает с композицией р иг 
в 6. 

Подкатегория &* называется полной подкатегорией 
категории &, если 2: 4 — № принадлежит W*, как толь- 
ко Yu $ принадлежат &#* и g принадлежит &. 


$ 26. ОБРАТНЫЕ СИСТЕМЫ КОМПАНТНЫХ 
ХАУСДОРФОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
Классификация множества 1-типов, предложенная 


Морли, тесно связана с понятием обратного предела. Основ- 
ным свойством производной Морли, которое будет уста- 
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новлено в $ 29, является ее перестановочность с операцией 
обратного предела. 

Пусть 9 — категория всех компактных хаусдорфовых 
пространств и всех непрерывных отображений на. Пусть 
f: A— В — некоторое отображение. Если хЕВ, то 
{a|a€A & fa = x} обозначаем через fir. Если U CB, 
то {a |a€ A & fa Е U} обозначаем через f-! [U]. 


‚ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 26.1. 94 допускает обратные пределы. 


Доказательство. Пусть {Х;, f;;} — обрат- 
ная система в © с направленным множеством (D, <). 
Пусть Х» — множество {x |x E TT X; и fix; = 2; для 

7 i€D 


всех j >i}, где x; есть i-A координата x. Определим Ha 
Т X; топологию произведения. Тогда X~ будет замкну- 
: } 


тым, а следовательно, компактным подмножеством в ПТ X;. 


Юр 
Зададим на Х » топологию подпространства. Определим 


так: fooj © = X;. Яено, что fo; непрерывно. Тот факт, что 
fo; является отображением на, следует из компактности 
TT Х;. Базис! открытых подмножеств Х.» состоит из 


1 
oj [0], где U пробегает базис открытых; подмножеств 
пространства Xj. 

Чтобы показать, что {Хь, fo;} — обратный предел 
системы {Х;, f;;}, достаточно проверить свойство уни- 
версальности для {Xo, foi}. Предположим, что У — 
компактное хаусдорфово пространство, а {2;: Y ~ X;} — 
семейство таких непрерывных отображений на, что };;8; = 
= g; для всех } >i. Определим 2: У > X~ при помощи 
равенства (gy); = #;у. Из компактности У следует, что g 
является отображением на. Ясно, что }»;2 = #; для всех 
i€D. Предположим, что fo,h = g; для всех Е ЕД, где 
ду + Л. Тора В=й. п 


ПредложениЕ 26.2. Если {X;, {,; } — обратная система 
в HB, то следующие условия эквивалентны: 


(i) x является изолированной точкой в lim Х;; 
<= 


(11) существует такой i, что f oj X является изолирован- 
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ной точкой в Х; и ПИ: состоит. из одного элемента для 
всех. ] = i. | 


Доказательство. Предположим, что {x} or- 
крыто. Тогда существует такой i и такое открытое под- 
множество Uc X;, что {5} = fa; [0]. Следовательно, 
U = {foit} и Ты = {я} для всех j Di. 

Предположим, что справедливо (ii). Тогда {fo x} 
открыто, {ох = {x} и {x} открыто. O 


ПрРЕдложЕнИиЕ 26.3. Если отображение f: Х — У npu- 
надлежит 98 и является взаимно однозначным, то оно 
будет гомеоморфизмом. 


Доказательство. Предположим, что UC X 
открыто. Пусть {У;} — открытое покрытие У — f [0]. 
Тогда {f-! [V;]} — открытое покрытие Х — 0. Tak как 
Х — 0 компактно, то конечное число У; покрывает У — 
— / [0]. Таким образом, У — [0] компактно и f [0] 
открыто. 1 


$ 27. ПОДХОД МОРЛИ K КЛАССИФИКАЦИИ 
1-ТИПОВ 


Пусть Т — подмодельно полная теория и & (Т) — 
категория всех подсистем всех моделей для 7 и всех моно- 
морфизмов. Предположим, что Ч < BE & (Т). Система 
% называется простым расширением системы Y, если 
существует такой элемент 6 Е В, что % есть наименьшая 
подсистема №, носитель которой содержит И |) {bd}, 
символически 5 (5) = 3. Два простых расширения Y (5) 
и 9 (с) системы 3 изоморфны над YW, если существует 
такой изоморфизм 


# 9 (5) — Я (6), 
что {| А =1, и [6 =с. Если Y (5) и A (с) изоморфны 
над YU, то говорят, что b и с изоморфны над A. Существует 


не более одного такого f: Y (5) iss УХ (с), что f | A = 1, 
и fb = с, так как для каждого a Е Ч (b) имеем а = $ (bd), 
где $ (x) — терм сигнатуры 7 |) DY. 
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Классификация Морли 1-типов дает классификацию 
типов изоморфизма простых расширений системы YJ. Эта 
классификация, в частности, устанавливает различие меж- 
ду алгебраическими и трансцендентными элементами. 
Наиболее интересной она является в случае ®о-стабильной 
теории 7. Обозначим через SY множество 5. (7 |] DY). 
Tak как 7 подмодельно полна, 7 |) ОУ — полная теория. 
Если р Е SY, то существует такое простое расширение 
W (5), что 6 реализует р в любой модели 7, расширяющей 
З (5). Если Бис т р, то существует единствен- 


ный изоморфизм f: YW (6) — YX (с), для которого } | А = ty 
и fb = с. Обратно, если b и с изоморфны над 3, то они 
реализуют один и тот же 14-тип из SY. Таким образом, 
подмодельная полнота позволяет отождествлять 1-типы 
множества SY и типы изоморфизма простых расширений 
системы ФЗ. | 
Каждая формула F (x) сигнатуры 7 |) DY порождает 


подмножество 
Ок = {p ВЕ (x) Ep} 


множества SY. Совокупность всех таких подмножеств SY 
возьмем в качестве базиса топологии SY. Тогда SY станет 
стоуновским пространством, т. е. компактным хаусдорфо- 
вым пространством, у которого открыто-замкнутые мно- 
жества образуют базис его топологии. (Множество назы- 
вается открыто-замкнутым, если оно является открытым 
и замкнутым.) Компактность пространства 53| является 
непосредственным следствием 7.2. 

Предположим, что f: Ч BY принадлежит = (Т). 
Тогда 

Sf: 5% — SA 


определяется следующим образом: 
Е (@1,..., Gn, 2) Е (5) 9 <> F (Та, ..., Га», 2) 4. 


Ясно, что Sf является! непрерывным отображением на. 


Пусть 
5: #(T)> & 


— контравариантный функтор, который ставит в COOT- 
ветствие системе 3[ из 5(Т) компактное хаусдорфово 
пространство 59 из 948, а каждому отображению 
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7: [ — № из & (Т) — непрерывное отображение Sf: 55% — 
— SY из 98. 


Предложение 27.1. (i) Если Т — подмодельно полная 
теория, то категория & (Т) допускает прямые пределы 
и фильтрации с объединением, а контравариантный 
функтор, 5: & (Т) —> $8 сохраняет пределы. (ii) Если Т 
полна, то & (Т) допускает фильтрации. 


Доказательство. (i) Категория & (Т) допу- 
скает фильтрации с объединением в силу 13.1, а прямые 
пределы — в силу 10.2. Пусть {U;, }+1}} — прямая систе- 
ма в & (Т). Тогда {SU;, Sfz;} — обратная система в 94. 
По 26.1 —_ 53[; существует. Пусть g;: mie SY; — SA; 


таково, что ю (Sti) #; = #, если <}. Пусть 9 И = fim Wi 


и fico: 9[; —> Wo. Существует единственное отображение 
h: SV oo — lim SI; 
=—- 


такое, что gjh = 5]: для всех $. Если Й взаимно однознач- 
но, то по 26.3 оно является гомеоморфизмом. Предполо- 
жим, что hp = hg. Тогда gihp = 8119, откуда Sfiop = 
= Sfjog для всех i. Следовательно, р = gq. 

(11) 5 (Т) допускает фильтрации в силу 7.7. O 
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Производная Морли является улучшенным вариантом 
производной Кантора — Бендиксона (в каком смысле 
«улучшенным», будет уточнено в начале $ 29). 

‚Пусть Х Е 98. Точка x изолирована в Х, если {x} 
является открытым подмножеством Х. Точка х является 
предельной, если она не изолирована. Гроизводной Канто- 
ра — Бендиксона АХ пространства Х называется множе- 
ство всех его предельных точек. Ясно, что dX Е 98. Для 
каждого ординала © по индукции определяется a-a произ- 
водная Кантора — Бендиксона: 


PX =X 
ах = а (а2Х), 
DX = П {@Х |a <4}. 
7—01005 
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Для каждого © пространство d*X принадлежит $8. Рангом 
Кантора — Бендиксона ay пространства Х называется 
наименьший ординал a, для которого d*X не имеет изоли- 
рованных точек. Если x Е Х и для некоторого, а значит, 
единственного © имеем x Е @Х — d%t!X, то говорят, что 
x имеет ранг Кантора — Бендиксона, равный a. Совер- 
шенным ядром пространства Х называется множество 
всех x € X, не имеющих ранга Кантора — Бендиксона. 


ТеорЕмл 28.1 (Кантор, Бендиксон). Пусть Х Е ЗА. 
(1) Если Х имеет счетный базис, mo ax < @4. (2) Если Х 
счетно, то каждая его точка имеет, ранг Кантора — Бен- 
диксона. (3) Если каждая точка пространства Х имеет 
ранг Кантора — Бендиксона, то множество его изолиро- 
ванных точек плотно в нем. 


Доказательство. (4) Пусть Х имеет счетный 
базис. Для каждого a < ах выбираем 7, Е Х и такое 
открытое множество U, базиса, что @Х (| U, = {zy}. 
Тогда a< В < ay влечет тв ¢ U, и Uy, ~ Us. Следова- 
тельно, Gy — счетный ординал. 

(2) Предположим, что совершенное ядро пространства 
Х, обозначим его через Xj, не пусто. Таким образом, 
Х. — непустое замкнутое подмножество в Х без изолиро- 
ванных точек. Зафиксируем i 20 и] < 2’. Пусть Х; — 
непустое замкнутое подмножество Х без изолированных 
точек и z, уСХ; — различные точки. Так как Х 638, 
то Х нормально, т. е. его непересекающиеся замкнутые 
подмножества можно отделить его непересекающимися 
открытыми подмножествами. Следовательно, существуют 
такие непересекающиеся ауте подмножества x5", 
ху: as 3 что rE Е. уЕ XSi, и. как Xs. так 
и ХУ, не имеют изолированных точек. 

Пусть Е ®->о — функция, для которой # {= А! 
и (Е + 1) € {24 (i), 24 (2) + 1}. Для каждой такой функ- 
ции $ множество 


 {Х [1 65} 


не пусто. При этом эти множества для различных # не пере- 
секаются. Следовательно, Х несчетно. 


$ 29. Производная Морли 99 


(3) Предположим, что каждая точка пространства Х 
имеет ранг Кантора — Бендиксона. Пусть U — непустое 
открытое подмножество в Х. Выберем x Е U с наимень- 
шим рангом. Существует такое открытое множество У, 
что {x} = ИП d*X, rnea — рангх. Тогда {5} =U V.O 


Предложение 28.2. Пусть }: У > Х принадлежит 98. 
Тогда }[4У] > ах. 


Доказательство. Зафиксируем x ЕХ. Пред- 
положим, что fx не содержит предельных точек про- 
странства У. Тогда 1х открыто и У — [1х — компакт. 
Следовательно, Х — {x} — компакт и {x} открыто. П 


УпрАЖНЕНИЕ 28.3. Предположим, что WE & (Т) 
и WM (5) = A(c). Пусть 1-тип 9 Е SYA (соответственно r € 
Е SQ) реализуется элементом b (соответственно с). Пока- 
зать, что g иг имеют один и тот же ранг Кантора — Бен- 
диксона, если один из них имеет ранг Кантора — digas 
сона. 
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Производная Кантора — Бендиксона 4 несовершенна 
в том смысле, что в предложении 28.2 нельзя утверждать, 
что } [dY] = dX. Производная Морли D определена так, 
что / [РУ] = DX всякий раз, как f: Pee 3 Х принадле- 
жит 94. 

Пусть F: # -—> 98 — контравариантный функтор, об- 
ладающий всеми свойствами, установленными для S: 
61; (Т) > 98 в 27.1 в случае, когда 7 — подмодельно пол- 
ная теория. Таким образом, & допускает прямые пределы 
и фильтрации с объединением и А сохраняет пределы. Пусть 
ТЕ &. Тогда х Е DFY в том и только том случае, когда 
x€FY и для некоторого ]: A> № из KH множество | 
(Е-* содержит предельную точку. Для каждого f: 
3 — 3 из 6’ определим DFf kak ограничение Ff на DFS. 


Предложение 29.1. DF: & -— 98 является контрава- 
риантным функтором, сохраняющим пределы. 


Доказательство. Предположим, что f: I> B 
принадлежит &. Для того чтобы показать, что DF — 


7* 
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контравариантный функтор, достаточно показать, что 
DFf отображает РЕ» на РЕЗ. Зафиксируем y € DFS. 
Для некоторого g: № —> © множество (Р=)-Ну содержит 
предельную точку. Но тогда (Ё2])-* Ffy содержит пре- 
дельную точку и DFfy Е ОРЕХ. 

Зафиксируем x Е РЕЗ и будем искать такой элемент 
y € DFS, что DFfy = x. Выберем такое отображение с: 
WY —> ©, что (Ё=)-* x содержит предельную точку. Так как 
#& допускает фильтрации с объединением, следующая 
диаграмма может быть дополнена указанным способом: 


а’ 


<i 


По 28.2 х имеет прообраз Z, который является предельной 
точкой в FD. Образ z в РЖ, обозначим его через у, при- 
надлежит DFS и DFfy = zx. 

Пусть {51;, f;;} — прямая система в &, прямой предел 
которой состоит из YA и {f;: A; —> Aw}. Пусть обратный 
предел системы {F%;, Ff;;} состоит из lim FA; и {g;: 

ene 


lim FY; —> FA;}. Так как F сохраняет пределы, един- 


<i 
ственное отображение 
2: Е» — lim FY;, 
Somat 


такое, что gig = Ff; для всех i, является гомеоморфиз- 

mom. Пусть обратный предел системы {DFY,, DFf;;} 

состоит из lim РАЗ; и {h;: lim DFA; — DFY;}. Допу- 
< oo 


стим, что 
й: ОЕ» — lim DFY; 
Ca 


— единственное отображение, такое, что h;h = РЕЁ для 
всех i. Если Й взаимно однозначно, то по 26.3 h является 
гомеоморфизмом. Пусть hx = hy. Тогда для всех i имеем 
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DFf,x = ОРБу, Ерх = Fhiy и gig = gigy. Следователь- 
HO, gx = gy. Tak как g — гомеоморфизм, то х =у. O 


Определим a-10 производную Морли D%F по индук- 
ции: 


D°F = F, 
Dow — D (DF), 
D*FYA = П {DFA |a < dA}. 


Если |: Y—> B принадлежит 5, to D*Ff является 
ограничением Ff на DFS. 


ЛЕеммА 29.2. Для каждого ординала a О“Е: KH — 98 
является контравариантным функтором, сохраняющим 
пределы. 


Доказательство. Индукция по a. Если 
утверждение леммы выполняется для a, то по 29.1 оно 
выполняется для a + 1. Предположим, что лемма верна 
для всех я < ^. Если Ё 9 -> 3 принадлежит 5, то из 
компактности FS следует, что О^Р! отображает D* FR 
на О^РУ. 

Пусть {5;, fi7} — прямая система в 6, прямой пре- 
дел которой состоит из Wo и {Ё: 3, > Ao}. Пусть 
обратный предел системы {D*FY;, D*Ff,;} состоит из 
lim DFY, и  {hy: lim D* FY; > D*FA;}. Существует 
== 


=—= 
единственное отображение 


h: D* FX. > lim О^ЕЗ,, 
< 


такое, что й;й = D* Ff; для всех i. Если h взаимно одно- 

значно, то по 26.3 h — гомеоморфизм. Допустим, что hx = 

= hy. Тогда D*Ff;x = D*Ff,y для всех i. Выберем такой 

ординал a<A, что х, yED*FYA.. Тогда D“Ff,x = 

= D@Ff,y для всех i. Пусть обратный предел системы 

{D¢FU;, О®Е},,} состоит из Ни D¢FY; и {g;: lim D“FY;— 
<-- =— 


—+> D¢FY;}. Так как a < ^, то единственное отображение 
2: ОЕ» > lim D@FY,, 
<—- 
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такое, что g;g = D“Ff; для всех i, является гомеоморфиз- 
MoM. Следовательно, gigx = gigy для“всех 1, gr = gy 
ия. 1 | 


Допустим, существует такой ординал a (обязательно 
единственный), что x 6 D°FY — D*t*FY. Тогда x назы- 
ваем рангованной (по Морли) точкой пространства FY 
ранга a и обозначаем это так: rank x = a. 


Предложение 29.3 (правило ранга). Пусть f: A> B 
принадлежит & и x — рангованная точка пространства 
FY. Если Ffy = x, то у — рангованная точка простран- 
ства Е» и rank у < rank z. 


Доказательство. Пусть rankx =a. Тогда 
х Е ОЕ — D*3FY. По 29.2 Ff отображает О“ 
на О%+173[, следовательно, у & ДЕ. O 


Предложение 29.4. Пусть x € FAY — РЕЗ. Тогда 
существует такое положительное число п, что для всех f: 
3[ —> № из KH мощность (ЕЙ -* x не превосходит п. 


Доказательство. Предположим, что это не 
так. Определим прямую систему {Y, | п < ®} индукцией 
по п. Положим Yo = YA. Допустим, что 

м. A In 
0. —> Ёп’. < 
уже определены. Выберем ]: 3, —> № так, чтобы мощ- 
ность (Р/-!х была не меньше п. Так как & допускает 
фильтрации с объединением, следующая диаграмма может 
быть дополнена указанным способом: 


р 
| ны See и 


Ясно, что мощность (Ff, ... ЛЬ) "< не меньше п. Пусть 
Wo = Ишт UA; Тогда (Ffy~.) х бесконечно и должно 
—> 


содержать предельную точку. Следовательно, x Е DFY. Г] 


$ 29. Производная Морли 103 


Пусть x — рангованная точка из FY ранга %. Пред- 
ложение 29.4 справедливо для каждого функтора F: 
hk — $$, сохраняющего пределы, и, в частности, для ОР 
в силу 29.2. Следовательно, существует такое п, что для 
всех f: UM — мощность (D“Ff)-' x не превосходит п. 
Наименьшее такое п назовем степенью x и обозначим 
через deg х. 


Предложение 29.5 (правило степени). Если x — ран- 
гованная точка из FY u f: Ч -—> B, то 


deg х = У, {deg у | Ffy = x & rank у = rank z}. 


Доказательство. В силу 29.2 можно предпо- 
лагать, что rank x = 0. Возьмем такой морфизм 2: 3[- ©, 
что мощность (Fg)"! x равна deg x. Так как & допускает 
фильтрации с объединением, то следующая диаграмма 
может быть дополнена указанным способом: 


FE 
Ч 


Тогда deg x = card (Fhg)-! (x) = У {deg y | Ffy = x}. O 


ПредложЕниЕ 29.6. Пусть D¢FY = 0 для некоторого 
ординала а и ДЕ. Если K& допускает фильтрации, 
то D“FS = 0 для всех № Е BW. 


Доказательство. Существуют объект © и мор- 
физмы {: {-—6, 2: BoC. В силу 29.2 D°FB = 
= (D“Fg) (D“Ff)-! D“FY. O 


Функтор F называется тотально трансцендентным, 
если существует такой ординал a, что О®Р\ = 0 для 
всех } ЕК. Если F тотально трансцендентен, то правила 
ранга и степени очень полезны при изучении х Е FY 
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Правило ранга говорит, что никакой из прообразов x 
не имеет большего, чем x, ранга. Пусть f: 3 > » принад- 
лежит 7. Из правил ранга и степени следует, что если 
deg x= 1, To x имеет единственный прообраз в FS того 
же ранга и степени, что и х. Последний факт является 
центральным местом в доказательстве теоремы 35.6. 


УпрАЖНЕНИЕ 29.7. Пусть Т — полная подмодельно 
полная теория. Пусть 5: & (Т) > $8 — контравариант- 
ный функтор, определенный в $ 27. Предположим, что S 
тотально трансцендентен. Показать, что существует такой 
счетный ординал a, что 0%53[ = 0 для всех YE (7). 


УпрАЖнЕНнИЕ 29.8. Пусть 5: 5 (АСЕ) “> 95. Показать, 
что © тотально трансцендентен. 
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На протяжении этого параграфа 5 будет некоторой 
категорией, допускающей прямые пределы и фильтрации 
с объединением, а F: & > $8 — контравариантным функ- 
тором, сохраняющим пределы. Зафиксируем YC &?. Вы- 
числение &-й производной Морли О®РЗ[ на практике 
довольно затруднительно, так как в ее определении уча- 
ствуют все члены &. В этом и следующем параграфах 
будут даны условия, при которых значение D“FY зависит 
лишь от некоторой малой полной подкатегории &* кате- 
гории 5, содержащей 2. Редукция & к &* подсказана 
теоремой Лёвенгейма — Сколема. Наиболее сильной будет 
редукция в $ 31, в котором будет показано, что для многих 
9 а-я производная Морли множества SY равна a-i про- 
изводной Кантора — Бендиксона множества 55[.Ё Пусть 
в дальнейшем &* будет полной подкатегорией KH. Фун- 
ктор F*: “#* — 98 является ограничением ГР: 4 > 94 на 
#*, Подкатегорию &* назовем автономной, если (DF)* = 

= р (F*) для каждого F: 6 -—> KH. 


Предложение 30.1. Если H* автономна, то (D¢F)* = 
= О“ (Р*) для всех a. 


Доказательство. Индукция по a. Пусть’, Е 
Е #*. Допустим (D¢F)* = О“ (F*), Тогда (D%*1F)* Y = 


$ 30. Автономные подкатегории, 105 


= D ((D°F) %) = D ((D2F)* 9) = рам (F*) 4. Предио- 
ложим, что (D¢F)* = ра (ЁР*) для всех a< id. Тогда 
(D*F)* A = DFA = П {D°FA| a <A} = N{D“F*)Ala< 
<h} = D (FF). 

Пусть {X; |i € D}— обратная система в d¥% с Ha- 
правленным множеством (D, <). Допустим (FZ, <)C 
< (WD, <) и {X; |i € Е} — обратная система с направ- 
ленным множеством (ЕЁ, <). Пусть обратный предел 
{X; |i € E} состоит из lim {Х; |i€ Е} и отображений 

< 


а: lim {X, 16 B} > X;. 
= 


Существует единственное отображение 
fPE: lim {X; |i € D} > На {Х; |i € Е} 
=—- <— 


co свойством РЕ = f2i для всех. {Е Е. 


Предложение 30.2. Пусть {X; |i € D} — обратная 
система в 9 с направленным множеством (D, <). Пусть 
x — предельная точка пространства lim {X; |i € D}. 


<— 
Тогда существует такое счетное подмножество Е < D, 
что fPE x является предельной точкой в Пт {X; |i ЕЕ}. 
=—> 


Доказательство. Определим по индукции по- 
следовательность ig < <& <... элементов О. Oue- 
мент & выбираем произвольно. Рассмотрим & >0. Если 
т ‚= — предельная точка в Xi,1 то берем #4, = i,. Если 


hy 
fe coi,¢ — изолированная точка X;,, то выбираем ip4, > ip 


так, чтобы 


м 


имело по крайней мере два элемента из X;, ,; если бы 
такой выбор нельзя было осуществить, то х был бы изо- 
лированной точкой. Пусть ЕЁ = {i, |k < ©}. Предполо- 
жим, что fPEx — изолированная точка. Тогда по 26.2 
существовало бы такое k, что f2, ‚2 изолирована и 


fi, .,i, (2:2) имеет лишь один лемент. Oo 


=e ЕВ 
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Предыдущее предложение напоминает теорему Лёвен- 
гейма — Сколема о понижении мощности. 

Будем говорить, что прямая система {51; |i€ D} в 
счетна, если D — счетное множество. Будем говорить, 
что “#* замкнута] относительно пределов в & счетных 
прямыт систем, если каждая счетная прямая система 
в #* имеет прямой предел в “*, изоморфный ее прямому 
пределу в &. Подкатегорию 5* назовем плотной в 5%, 
если для каждого }: J —> 8, такого, что UWE H* и Е, 
существует такая прямая система {%;} в &*, что № 
(=%..) является прямым пределом в 5 системы {5,}, 
и для некоторого j 3 = №; и f = fio. 


ТеорЕмА 30.3 (Симпсон). Пусть &* замкнута отно- 
сительно пределов в & счетных прямых систем. Если #* 


плотна в &, то она автономна. 


Доказательство. Рассмотрим F: % — 3 и 
ЗЕ “*. Ясно, что D (F*) Ч с (DF)* FY. Пусть ye 
Е (DF)* YX = DFY. Тогда для некоторого f: I> Bs LK 
существует предельная точка x из DFS, для которой 
Ffx = у. Возьмем такую прямую систему {%; |i € D} 
в #*, что BY является прямым пределом в 5’ системы 
{B,} и A = 8; af =fj;. для некоторого 7 ЕД. В силу 
30.2 существует счетное подмножество EF < О и такая 
предельная точка 


5 Е lim {F%; |i ЕЁ}, 
<— 


что отображение 
fej: lim {FB, |i € E} > FB; 
=—- 


переводит z ву. Так как lim {F%; |i € Е} принадлежит 
hae 
“*, то y €D (F*) Ч. п. 


Пусть 7 — подмодельно полная теория. Для каждого 
несчетного кардинала х обозначим через &,, (Т) катего- 
рию всех подсистем моделей теории 7 мощности, меньшей 
чем х, и всех соответствующих мономорфизмов. 


Следствик 30.4. Если х >, то &, (Т) — автоном- 


‘ная подкатегория категории & (Т). 
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Доказательство. Так как объединение авто- 
номных подкатегорий автономно, то можно считать, что 
х — регулярный кардинал. Из несчетности и регулярно- 
сти х непосредственно следует, что &„ (Т) замкнута OTHO- 
сительно пределов в & (7) счетных прямых систем. Для 
того чтобы показать, что &’„ (Т) плотна в & (Т), зафикси- 
руем такую систему Y% < №, что ДЕ’, (Т) и BE 
€“(T), и пусть {8;} — множество всех таких Е 
Е #„(Т), что ACD CB. Множество {%,} будет 
прямой системой относительно теоретико-множественно- 
го включения. Тогда 3 = lim {%;}. П 
—> 


Можно показать, что для каждой счетной теории TJ 
категория & (7) имеет счетную автономную подкатего- 
рию. Все необходимое для доказательства этого факта 
можно найти в следующем параграфе. 
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На протяжении этого параграфа Т будет полной под- 
модельно полной теорией. Пусть 5: 6? (Г) —> 98 — кон- 
Травариантный функтор Стоуна, определенный в $ 27. 
Для каждой подсистемы 53 некоторой модели для Т 
SO является стоуновским пространством, точки которого 
соответствуют типам изоморфизма над Y простых расши- 
рений системы 53. Для каждого ординала a определяем, 
как в $ 29, a-io производную Морли D%S функтора S. 
Если существует a, для которого р Е D¢SY — D*'SY, 
то р — рангованная точка пространства SY ранга a. 
В обозначениях: rank р = a. Если р — рангованная точ- 
ка, то она имеет степень, которая обозначается: через 
deg р и была определена в $ 29. Теорема 31.5, доказатель- 
ство которой по существу является доказательством тео- 
ремы Лёвенгейма — Сколема о понижении мощности, 
показывает, что rank р < @4. 

Пусть М, N, O€ # (Т). Система MN конечно порождена, 
если существует такое конечное подмножество У < JN, 
что является наименьшей подсистемой в №, носитель 
которой содержит У. Пусть хе 0%} u i: R—> O — ото- 
бражение вложения. Говорим, что х расщепляется BD“SH, 
если (D@Si)-! 2 имеет по крайней мере два элемента. 


ra gs Е 
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Систему 3% назовем универсальной областью для Г, 
если для каждого %, каждой конечно порожденной под- 
системы Ж < Yt и каждой изолированной точки x EC 
€ DSR выполняется следующее условие: если x pac- 
щепляется в D%SH для некоторой системы D € & (T), 
то © расщепляется BD%SO* для некоторой конечно порож- 
денной системы O* < Ж. 

Если 3% о-насыщена, то она является универсальной 
областью, но не наоборот. Теория 7 может не иметь счет- 
ной ©-насыщенной модели, но в силу 31.2 она обязана 
иметь счетную универсальную область. 

Пусть < 5* Е H (Т). Система O*} конечно порож- 
дена над St, если существует такое конечное подмноже- 
ство У c O*, что O* является наименьшей подсистемой 
системы 5*, носитель которой содержит М |) У. В обо- 
значениях: O* = R(Y) или O* =Ж (у, ..., Yn), где 
У = (yy, „о м}. 


Предложение 31.1. Если x € DYSH и x расщепляется 
в 295» для некоторой системы 5 Е КТ), то x pac- 
щепляется в D&SO* для некоторой системы D*, конечно 
порожденной над N. 


Доказательство. Пусть {Jt;} — множество 
всех Jt; < O, конечно порожденных над Jt. Относитель- 
но Теоретико-множественного включения {Ji;} является 
прямой системой. Тогда © = Па Х;. В силу 29.2 


—-> 
D¢SH = Пт D*SN;. Из 26.2 получаем, что zx расщеп- 
<=—- 
ляется в D&S; для некоторого i. O 


Предложение 31.2. Если УЕ &(T) бесконечна, то 
существует универсальная область IW > YW, для которой 
card Jt = сага J. 


Доказательство. Мы воспользуемся теоре- 
мой 31.5, доказательство которой не зависит от этого 
предложения. Пусть х = сага 3. Определим цепь 
{M,|n< о} индукцией по п. Положим M = YV{Mr]| n< ot}. 

4. Mo a У. 

2. Для каждого ординала A, каждой конечно порож- 
денной подсистемы Jt < Wt, и каждой изолированной 


Ae зав», 
Pre A 
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точки 6095), используя 31.1, выбираем систему 


Х м 
За х, конечно порожденную над № со следующим свой- 
ством: если x расщепляется в D%SY для некоторой систе- 


мы OEY“ (Т), то x расщепляется в D*S sg x Пусть 
Mn+1 — наименьшая система из & (7), носитель которой 


содержит M, и ae для всех конечно порожденных 
ХЭ, и всех a<rankz, если x — изолированная 
точка в D@S3t{ и имеет ранг, и & = @,, если х не имеет 
ранга и является изолированной точкой в 085) для 
некоторого В. 

По 31.5 О®5Х с 053) для любого a. Следователь- 
но, любой тип, не имеющий ранга, изолированный в не- 
котором пространстве D@S3t, изолирован и в DSS 


и расщепляется в 05585. .. для любого a. Допустим 
card IN, = х. Покажем, что card „+, = х. Мощность 
множества {Jt | Х < Ж„ м Э конечно порождена} 
не превосходит х. Зафиксируем конечно порожденную 
систему Jt < %,„. Пусть x — изолированная точка в 
D*SNRinu a (x) — наименьший такой ординал a. Выберем 
открытое множество U* < SY из базиса, для которого 


{1} = ИА. 


Тогда U* ~ 0%, если x == у. Так как № конечно порож- 
дена, то число базисных открытых подмножеств про- 
странства 5» не превосходит ®. Следовательно, число 
точек x, изолированных в 0°%5 для некоторого a, не 
больше ®. Если x имеет ранг, то по 31.5 rank х < ов, 


N 
следовательно, число конечно порожденных систем By x, 


которые участвуют в построении „+, из IW,, не пре- 
восходит Хх. [1 


ЛЕМмА 31.3. Пусть Nt — универсальная область для 
Г. Тогда разложение Морли пространства SI совпадает, 
с разложением Кантора — Бендиксона, т. е. для каж- 
д0г0 a 


D¢s We — d~ SIN. 


Доказательство. Индукция по a. Допустим, 
что 095 9} = d*SM. Ясно, что DSI > 49153}. 
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Пусть хе 0“+159\. Покажем, что х 6 4% +159}. Ясно, 
что zc €D*SI. Предположим, что х — изолированная 
точка пространства 0°%5)\, так как в противном случае 
х Е а**159\. Тогда существует такая система © Е & (Т), 
что x расщепляется в 0°%5». Пусть {R;} — прямая 
система всех конечно порожденных подсистем системы 5% 


D~ sm ~—— 0955 


D°St 


2955: D“sd* 


относительно, включения. В силу 29.2 D*SI = 
= lim {D*S9t{;}. Используя 26.2, выбираем такие {;, 
<— 


\%; CM, что D¢*Sf;z — изолированная точка в DS}; 
и 2%5];х не расщепляется в D“SIN. Так как D¢Sf;x рас- 
щепляется в 0°%55) и так как % является универсаль- 
ной областью, то существует такая конечно порожденная 
система 5* CM, что D*Sf;x расщепляется в D*SO*. 
Тогда D“Sf,;x расщепляется в D“SIM. O 


Рангом Морли ar теории Т называется такой наимень- 
ший ординал a, что D¢*SY = р“+153[ для всех конечно 
порожденных 3 Е 5% (Т). 


Е" Предложение 31.4. D°TSY = DSA для всех UAE 
Е # (Т). 


Доказательство. Пусть {9,} — прямая си- 
стема всех конечно порожденных подсистем системы % 
относительно включения. Тогда по 29.2 0953 = 
= lim D@ ») Fr O 

=—- 


ТЕОРЕМА 341.5 (Лахлан). (i) Если р Е SY — рангован- 
ный 1-тип, то rank р < @,. (ii) ат < о:. 


Доказательство. (11) является непосредствен- 
ным следствием (1). В силу 16.4 и 29.2 достаточно дока- 
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зать теорему, когда YX — ®-насыщенная модель 7’. Если 
(i) не выполняется, то, так как 3 — универсальная об- 
ласть, существует р Е 53[, для которого rank р = в. 
Пусть F (x) — формула сигнатуры 7 |) DY, для которой 
U mx) П О°:5 3 = {р}. Тогда для любого ординала a < 
< ®, существует формула G%(x) сигнатуры Т |) DY, 
для которой U px) вс» ПП ОЗ => 0 и Инаси а | 
П D¢*SY =2 0. Так как Т — счетная теория, a WO, — pery- 
лярный кардинал, то можно считать, что все (“ (x) полу- 
чаются из одной формулы С! (У1, ..., Yn,» 2) сигнатуры Т 
подстановкой вместо Yj, ..., Yn, символов для констант 
из A. По той же причине существует такая формула 
Ge (У, - + +s У 2), что для любых a< В < в, суще- 
ствуют элементы G3, ..., Gn, Е A, для которых множества 


U r(x) & HB (x) & бока, reey по?) П DeSA, 
О wx) & НВ(х) & 7 GolA4, +++) Anos х) П DeSA 


непустые, где НВ (x) — любая из формул СВ (x) и ] В (z). 
Продолжая этот процесс ® шагов, применяя теорему 
компактности и ®-насыщенность %], получим такую после- 
довательность {G; (1) |1 << ®} формул сигнатуры 
T 0 DU, что все формулы вида H (x) = F (x) & A, (1) &... 
...&H, (2), где A; (12) — любая из формул С; (х), 
“| @; (x), выполнимы в 9[. Тогда формула A (x) содер- 
жится в 2® элементах из SY для счетной % с 3. Так 
как SHS — 02%55 счетно для любого ординала a < yj, 
то H (x) содержится в некотором элементе из D&S для 
любого © < @,. По компактности 53) формула Н (2х) 
содержится в некотором элементе из О®:5Ъ. Тогда мно- 
жество U,(| D® SY бесконечно. Противоречие. O _ 
Существует следующий эффективный вариант утвер- 
ждения 31.5 (i), доказательство которого (см. Сакс [1]) 
является точным отражением абсолютности ранга Морли: 
если р Е SY имеет ранг и система Y счетна, то ранг Морли 
типа р является ординалом, рекурсивным в Ч. (Так как 
YW счетна, то ее диаграмму можно закодировать действи- 
тельным числом 3. Ординал является рекурсивным. в У, 
если он изоморфен некоторому полному порядку на ©, 
рекурсивному в 3.) Если О<а < @,, то существует 
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теория 7, для которой © = ат. Балдуин [4] *) показал, 
что “т < ® для каждой категоричной в несчетной мощ- 
ности теории Г. Результат Балдуина не является неожи- 
данным в силу теоремы 39.8. Если 0 < п < о, то суще- 
ствует ©:-категоричная теория 7, для которой &г = п. 

Теория Г называется тотально трансцендентной, если 
функтор 5: & (Т) > $8 является тотально трансцендент- 
ным ($ 29). 


ТЕОРЕМА 31.6 (Морли). Геория Т тотально трансцен- 
дентна тогда и только тогда, когда она ®-стабильна. 


Доказательство. Пусть Г тотально транс- 
цендента и Yt Е # (Т) счетна. Для каждого р Е SY выби- 
раем такое открытое базисное множество Ор < SY, что 
{р} = D*SY (| О» для некоторого a. Если р =2 4, то 
Ор == Ug. Так как SY имеет счетный базис, ToyS A счетно. 

Допустим, что Т ®-стабильна. По 31.2 существует 
счетная универсальная область Jt для Г. В силу 28.1 (2) 
каждый элемент из SI имеет ранг Кантора — Бендик- 
сона, который равен по 31.3 рангу Морли. Из 29.6 и 27.1 
(ii) получаем, что Т тотально трансцендентна. [Г] 


Важность теоремы 31.6 и других теорем такого типа 
(см. Шелах [2]) трудно переоценить. Предположим, что 7 
‹-стабильна. Тогда 31.6 утверждает, что каждому просто- 
му расширению каждой подсистемы любой модели для T 
можно приписать ранг. Правила ранга и степени ($ 29) 
позволяют, если ранг определен для каждого типа, дока- 
зывать теоремы о моделях для Т индукцией по рангу, 
например так доказывается теорема Шелаха о единствен- 
ности (36.2). Даже если Т не ®-стабильна, то рангован- 
ных типов. часто бывает достаточно много, чтобы индук- 
ция по рангу давала полезный метод изучения Г. Теория 
Т называется квазитотально трансцендентной (к. т. т.), 
если для любой системы YW Е 57 (Т) множество рангован- 
ных точек пространства S2 образует в нем плотное под- 
множество. Многие теоремы (например, 36.2), первона- 
чально доказанные для тотально трансцендентных теорий, 


1) См. также Зильбер Б. И., Матем. заметки, 15, Ne 2 (1974), 
и М. Еримбетов, Алгебра и логика, 14, № 3 (1975). — Прим. ped. 


А 
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оказались верными также для к. т. т. теорий. Понятие 
квазитотальной транцендентности является абсолютным. 

Допустим T — к. т. т. теория. Порядком плотности, ат 
(Блюм) теории 7 называется наименьший ординал y со 
следующим свойством: для каждой системы ЗЕ & (Т) 
точки из SY ранга Морли <y плотны в SY. Существует 
к. т. т. теория Т, для которой Ap = @,, но тем не менее 
т счетен для любой к. т. т. теории Г. (На самом деле ат 
рекурсивно в Т (Сакс [4]).) 


ПрЕдложЕНИЕ 31.7 (Морли). Если T тотально транс- 
цендентна, то Ar < Oy. | 


Доказательство. В силу 31.6 7 о-стабильна. 
Следствие 19.3 дает счетную насыщенную модель YI 
теории 7. По 28.1 (1) имеем a9 < @,. В силу 31.3 Asay = 
= Ст. | 

Рассуждения, основанные на абсолютности, упомяну- 
THe в замечании к 31.5, приводят к эффективной версии 
предложения 31.7: если Т тотально трансцендентна, TO %т 
рекурсивен в Г (Сакс [4]). 

Для каждого a < @, существует тотально трансцен- 
дентная теория 7, для которой a, =~a+1. Самым 
интересным известным примером тотально трансцендент- 
ной теории является теория дифференциально замкнутых 
полей характеристики 0 (DCF,). Как будет показано 
в $ 41, ранг DCF, равен w + 1. | 

Лахлан [2] показал, что если 2{ — модель теории Г 
up € SQ имеет,ранг, то степень р равна 1. Этот резуль- 
тат нужен для доказательства следующей теоремы: если 
теория 7 ®-стабильна и не о-категорична, то она имеет 
бесконечное число счетных моделей (Лахлан [1]). (Ср. 
с предложением 35.6.) 


УпраАЖНЕНИЕ 31.8 (Леман). Пусть I — универсаль- 
ная область для Г и р ES Wt — рангованный тип. Пока- 
зать, что степень р равна 1. 

УпрРАЖНЕНИЕ 31.9. Пусть Г — тотально трансцендент- 
ная теория. Показать, что Ap — не предельный ординал. 


УпрАЖНЕНИЕ 31.10. Пусть 9 — поле характеристики 0. 
Показать, что 3 — универсальная область для ACF, 
тогда и только тогда, когда 5[ алгебраически замкнуто. 


8—01005 
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УпрАжнЕНИЕ 31.11. Будем говорить, что Г имеет конеч- 
ный базис, если для каждого [Е “H (Т) и каждого мно- 
жества S атомных формул сигнатуры 7 () DY с един- 
ственной свободной переменной х существует конечная 
конъюнкция элементов множества ©, которая влечет 
(в теории 7 |) DY) любой элемент из S. Допустим, что Г 
имеет конечный базис. Показать, что Г тотально  транс- 
цендентна. 


$ 32. ПРОСТЫЕ МОДЕЛЬНЫЕ РАСШИРЕНИЯ 


В этом параграфе 7 будет полной подмодельно полной 
теорией. Пусть 3 65 (Т). Алгебраическая система » 
называется простым модельным расширением A, если 
3[ < BY, B — модель теории 7, и следующую диаграмму 
можно дополнить указанным способом всякий раз, когда 
(© является моделью для Т: 


LU 

Пусть Ъ,, №, — расширения Y%. Говорят, что системы 
Bo и », изоморфны над YX, если существует такой изо- 
морфизм f: № 2 %,, что {| А = 14. В некоторых слу- 
чаях система Y может иметь два простых модельных 
расширения %, и %,, не изоморфных над 9. Однако это 
невозможно, когда Т — тотально трансцендентная теория 
(следствие 36. 2). Один из результатов этого параграфа 
состоит в том, что при некотором условии, более слабом, 
чем тотальная трансцендентность Г, ‘каждая система 
MW Е & (Т) имеет простое модельное расширение. Из 32.12 
следует, что свойство «каждая система УГ Е H (Т) имеет 
простое модельное расширение» является абсолютным 
свойством теории Г. 


оне ee ФА" 
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Предложение 32.1 (Морли). Пувть Е #& (TL). (i) Если 
Yau ЧЕТ, mo 1-типы из SB, которые реали- 
зуются в YW, образуют плотное подмножество в SS. 
(ii) Если 1-типы из SY, которые реализуются в Y, ик 
плотное подмножество в SY, то Е T. 


Доказательство. Пусть saws.) Й TET и 
N Fix, b)= {p | F (x, b) € p} 


— непустая окрестность пространства 5». Тогда из 
полноты 7 |) О» следует, что WE F(a, 6) для неко- 
торого а Е A. Пусть р Е SS — тип, который реализуется 
в 3[ элементом а. Тогда р Е NF x, ь. 

Допустим, что типы из SY, реализуемые в Y, обра- 
зуют плотное подмножество в SY. Пусть © > Д— 
модель для Г и F — предложение сигнатуры системы 
(QM, @)aca- Индукцией по длине Ё показываем 


Wo see Bors 


Предположим, что F имеет вид (Ex) G(x). Если ХЕ 
Е: (Е) G(x), то ЗЕ С (а) для некоторого a€ A; по 
индуктивному предложению © | С (а). Допустим, что 
© Е (Ez) G(x). Тогда Nex = {р |G(x)€ p} является 
непустой окрестностью SY и, следовательно, содержит 
некоторый тип р, реализуемый некоторым а Е А. Но тогда 


WE С (а). O 


Предложение 32.2 (Морли). Если Т квазитотально 
трансцендентна, то для любой системы УЕ KH (T) изо- 
лированные точки пространства, SY образуют в нем 
плотное подмножество. 


Доказательство. Пусть U — непустая окрест- 
ность SY. Выберем. рангованный тип р Е 0 с минималь- 
ным среди рангованных типов g Е U рангом. Существует 
такая окрестность V, что {р} а ПУ, аа = 
= rank р. Тогда {р} = U (| V 


ТЕкоОРЕМА 32.3 (Морли). Если изолированные точки про- 
странства SY плотны в нем для каждой системы YW S 
Е #(T), mo любая система WX € & (Т) имеет простое 
модельное расилрение. 


8* 


116 $ 32. Простые модельные расширения 


Доказательство. Определим индукцией по 6 
цепь {Ms} алгебраических систем и последовательность 
Ps} 1 -типов: 

= Y. 

2 x= = {Hs | F< A}. 

3. Если As Е Т, то Agr, = №. 

4. Допустим, Be не является моделью Г. В силу 32.1 
(ii) существует изолированный тип ps СЭ, который 
не реализуется в Wy. Пусть 9+: = Ay (as), где аб 
реализует ps. 

Для некоторого 6 система У является простым 
модельным расширением системы 3. Покажем это. Рас- 
смотрим вложение f: ЗЧ < © системы 9 в некоторую 
модель © теории Г. Определим последовательность 
{Ть: Yo = ©; индукцией по 0: 


*. о = 7. 

2%. 7, = 0 | <A}. 

3*. Если Wor. = Yo, то fota = fo. 

4*. Пусть 5+1 = Зв (as), как в п. 4, приведенном 
выше. Таким образом, аз реализует рь Е 53 и ps изоли- 
рован. По 32.1 (i) ps реализуется некоторым с Е С. Пола- 
гая [+1 = с, расширяем fy до ]5+1: As (as) <- ©. 

Так как © — множество и каждое fy взаимно одно- 
значно, то существует такой 6, что 4+, = fs. Но тогда 
должен существовать такой 6, что УЭ5+: = 3; пусть 
у — наименьший из таких 6. Тогда 3. = Ти A, проста 


над Q, так как для любой модели © теории 7 существует 


а oe E) 


Следствие 32.4. Если Т квазитотально трансцендент- 
на и ХЕ (Т), то A имеет простое модельное расши- 
рение. 


Доказательство. Используем 32.2 и 32.3. O 


Пусть I < BE KH (Т). Система 3 называется атом- 
ным расширением У (или атомной над YA), если для 
любого п >On (b,,..., bn) Е В" п-ка (by, ..., 6, ) pea- 
лизует главный п-тип из S, (Т U DY). 


Предложение 32.5. Если © атомна над 8 и 8 атомна 
над YA, то 6 атомна над У. 
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Доказательство, Путь Gy 2.5,-e ete 
реализует главный п-тип из S, (JT |) О»), порожденный 
формулой | | 

PAD eS Sy Os Bae oo tale 
где (b,,...,bm) € В". Из полноты 7 |) О (Y (by,. . -, b»)) 
следует, что (с1,..., с, } реализует главный п-тип из 


п (Т U D (2 (0, вы. bm))), 


порожденный формулой F (b,,..., Om, 41,..., Ln). Пусть 
(6.,..., by) реализует главный т-тип us S,, (Т UY DY), 
порожденный С (y,,..-, Ym). Тогда (cy, .. ., Cn) реализует 
главный п-тип из S, (7 |) DA), порожденный формулой 

(Еу1)... (Еут) [@ (Уз, ~~ +s Ym) & 
OP А: РИН Din Е ee 


ТЕОРЕМА 32.6. Предположим, что для всех ЗЕ & (Т) 
множество изолированных точек пространства SY плотно 
éS%. Пусть 8 — простое модельное расширение системы 
WY. Тогда B — ее атомное расширение. 


Доказательство. Tak как № проста над Y, 
то достаточно найти некоторое атомное модельное расши- 
рение 93. Пусть ® — модельное расширение, построен- 
ное в доказательстве 32.3. Таким образом, ®D = 
=U {Dl5<y}, D=A, BD=U{D|6<aA} и 
De+1 = Doe (ds), где ds реализует изолированную точку 
пространства SDs. Система 5+, является атомной над 
Ds, так как каждый элемент из D541, представим в виде 
t (ds) для некоторого терма #(5) сигнатуры теории 
T UW DD». Индукцией по 6, используя 32.5, получаем, 
что 3 — атомное расширение 3. O 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 32.7. Пусть © > >91. Если © 
атомна над MA и BS конечно порождена над XA, то ©, 
атомна над 5%. 


Докавательство. lyon} =... 
Достаточно рассмотреть случай © = B (cy, ..., Cm). 
Предложение будем доказывать индукцией по п. Поэтому 
можно считать, что BY = Y (6). В силу 32.5 при фиксм- 
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рованном » можно вести индукцию по т, т. е. считать, 
ren, 6—6 (©). 

Пусть F (x, у) порождает главный 2-тип из S, (T |] DA), 
который реализуется парой ( b, с). Пусть с реализует 1-тип 
Е. (Т U ОЭ). Ясно, что F (6, у) Е 4. Для того чтобы 
показать, что А (6, у) порождает 4, предположим, что 


TUDELH (6), 


где Н (у) — формула сигнатуры теории 7 |) О». Тогда 
Н (у) = Н (5, у, roe A(x, у) — формула сигнатуры 
теории 7 |] DW и 


ГОДХ Е F(a, y) >A ($, у, 
TU DSt-F(b, и += Н (у. 0 


Пусть © — простое модельное расширение %. Пред- 
положим, что © = 0 {6% |d<y}, roe 6©, =A, 6, = 
= 0 {65 [6 <A}, Gai, = Gs (с5) и сх реализует глав- 
ный 1-тип из SCs. В этом случае будем говорить, что 
© — простое расширение Морли системы УЗ (или © 
проста по Морли над ЗГ).-Простое модельное расширение, 
построенное в 32.3, является простым расширением Морли. 


ПрЕдложЕНИЕ 32.8. Пусть © > № > 9. Если © 
проста по Морли над Ч и B конечно порождена над YX, 
то © проста по Морли над %. 


Доказательство.]| По условию © = {6,6 < 
< 7}, где ©, =A, 6, = U{Gs |6 <^}, Gory = Go (Cs) 
и с5 реализует главный 1-тип из SCs. Определим 


S* = 8, 
Osi, = 68 (св). 


Ясно, что © = 0{65 |6 < y}. Для того чтобы пока- 
зать, что ($i, атомна над ©$5, выбираем о < 7, для 
которого Sc 6б©,. Если 6 Soe, то 65 = Oy u поэтому 
64, атомна над WW. Пусть бо. Тогда 65 

и по 32.2 © является атомной над ©. В силу 32. 7 G; 
и, следовательно, ©, являются атомными над ©}. O 


Bie 


= 
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Пусть © DB DA и 6 атомна над Ae Сиетема . ©, 


может не быть атомной над Ъ. В этом случае по 8257 
% не является конечно порожденной над YY. Следующий 
результат дает некоторое достаточное условие для того; 
чтобы © была атомной над ». Он используется в $ 36 


в доказательстве теоремы Шелаха о единственности и был. 


доказан вначале Шелахом для тотально трансцендентных 
теорий. 

Пусть ACY cCoCECH(T). Будем говорить, что 
система Ъ нормальна над УГ в ©, когда для любого р Е SA 
выполняется следующее условие: если некоторый элемент 
©, реализующий р BS, принадлежит 8, то все элементы 
©, реализующие р в ©, принадлежат ЖЪ. 


ЛЕмММА 32.9 (Харрингтон). Пусть множество изолиро- 
ванных точек пространства SX плотно в нем для любого 
WE (Т). Если © — атомное модельное расширение % 
и BS нормальна над ЗЧ в ©, то © атомна над BS. 


Доказательство. Предположим, для того что- 
бы прийти к противоречию, что g ES, (Т U D&B) — пре- 
дельная точка, реализуемая в ©. Чтобы не загромождать 
изложение обозначениями, будем считать п = 1. Пусть 
c€C реализует 49. Следующее рассуждение, похожее на 
доказательство теоремы Лёвенгейма — Сколема, позволя- 
ет считать системы 5, %, © счетными, а тогда можно 
применять методы $ 21. Определим Y,, №; и ©, индук- 
цией по п. 

1. Пусть F(z, а1,..., Am) порождает главный 1-тип 
р, который реализуется элементом с над Y. Пуеть Wy — 
наименьшая подсистема в 3, порожденная элементами 
а, ..., @т. Тогда если » с U* с UW, то с реализует 
изолированную точку пространства SY*, порожденную 
формулой F (x, ay, ..., Am). Ясно, что 9 является про- 
образом р, т. е. р = (Si) q, где: A < № — отображение 
тождественного вложения. 

2. Расширяем WM, до такой счетной системы №, C &, 
чтобы р имел более одного прообраза в 5»Ъ,. Если бы 
такой системы By не существовало, то по 26.2 4 была бы 
изолированной точкой SY. 

3. Расширяем 3, (с) до счетной системы ©, < 6. 
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4. Зафиксируем п >0. Пусть A,-, CA, ас 
о бб -и 6. сена. 
Как на шаге 1, расширяем ©, _, до такой счетной системы 


WM, < UA, что для каждого [и каждой [-ки (d,,..., а) Е 
€C!_, изолированная точка из 5; (Т |) DY), которая 
реализуется [-кой (4, ..., 4,), порождается формулой, 


предметные константы которой принадлежат %[,. Такая 
формула существует, так как © атомна над Y. 


5. Расширяем Y, |) %,-, до такой счетной системы 
Bn-1 < №, что если d,, d,€C,-, реализуют один и тот 
же тип над YW, ud, Е B,-, то д, Е BF_,. Чтобы показать, 
что такая система *_, существует, достаточно показать, 
что условия, наложенные на d, и d,, влекут 4. Е В. Систе- 
ма 3[„ была выбрана на шаге 4 таким образом, что d, и 4. 
реализуют один и тот же главный тип над Y, если они 
реализуют один и тот же тип над Y,. Так как BY нор- 
мальна над YB ©, то 4, принадлежит 5. 


6. Так же как Ha шаге 2, расширяем Ж№*-, до такой 
счетной системы %, < №, что тип р элемента с над № _, 
расщепляется в 5Ъ,. Расширяем %, U ©,-, до счетной 
системы ©, < ©. 


Пусть Mo. = U{An}, Bo = U{B,} и Gao = U{En}. 
Тогда ©» > Bo DA wo, So является атомным модель- 
ным расширением 3» в силу построения, выполненного 
на шаге 4, 8. нормальна над У» в ©» в силу бис Е CH 
не может реализовать изолированную точку ‘пространства 
SS. в силу 6. 


Чтобы последнее условие на с привело нас к противоре- 
чию, рассмотрим тип r € 53», реализуемый элементом с. 
Так как г изолирован и множество изолированных точек 
из SS. плотно в SH, то г имеет изолированный про- 
образ г* Е SS. Так как © Е Т, то в силу 32.1 (i) 
некоторый с* Е С» реализует г*. Из счетности С», 21.2 
и 21.4 следует, что ©» — однородная модель теории 


Т U Do. Пусть Е ©. —->C. — такой автоморфизм, 
что ]с = с* и] | А» =14,. Так как №» нормальна над 
Wo в ©», то } [Bo] = Во. Тогда из того, что с* реализует 


изолированный тип, получаем, что с реализует изолиро- 
ванную точку 5». [| 
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Пусть AY < Vu YB — модель для Г. Тогда B назы- 
вается минимальным модельным расширением системы % 
(или минимальной над 5), если не существует такой моде- 
ли © теории 7, что AY COCK и CHK. Бывают 
случаи, когда 3[ имеет простое модельное расширение, 
которое не является минимальным. 


ПредложЕниЕ 32.10. Предположим, что точки про- 
странства SY ранга (Морли) 0 образуют плотное под- 
множество в SYM для каждой системы A Е &# (Т). Гогда 
каждая система УГ Е &(T) имеет минимальное простое 
модельное расширение. 


Доказательство. Пусть 8 DY. Система Y 
называется алгебраической над З[, если каждый элемент 
b € B реализует точку пространства SY ранга (Морли) 0. 
Если © — алгебраическая над SB и YB — алгебраическая 
над YW, то © — алгебраическая над YW. Это утверждение 
следует из 32.13. Вспомним конструкцию простого модель- 
ного расширения системы 3, приведенную в 32.3: ру Е 
Е 55 возьмем ранга (Морли) 0. Следовательно, 3[ имеет 
простое модельное расширение %, алгебраическое над 
YW. Пусть Ч CC cB и © — модель Т. Ясно, что 
© алгебраическая над YY. Система ©, называется алге- 
браически замкнутой, если каждый р € SC, ранга Морли 0 
реализуется в ©,. В силу 32.1 система © алгебраически 
замкнута. Отсюда следует, что каждое ее алгебраическое 
расширение, в частности %, равно ©. O 


Упражнение 32.11. Пусть 8 — модель для T uJ (x) — 
формула сигнатуры теории Г 0 D&. Тогда множество 
элементов, реализующих J (x) в 8, конечно в том и только 
том случае, когда каждый элемент множества {q | J (x) Е 
€q€S8} имеет ранг 0. 


УпрАЖНЕНИЕ 32.12. Предположим, что каждая счет- 
ная система YY Е 5 (Т) имеет простое модельное расши- 
рение. Доказать, что каждая система 3 Е &7 (Т) имеет 
простое модельное расширение. 


УпраАЖНЕНИЕ 32.13. Показать, что следующие условия 
эквивалентны: 
(i) b алгебраический над УГ; 
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(ii) существует такая формула F (x) сигнатуры теории 
T |) DX, что 6 реализует F (x) и число элементов, реали- 
зующих F (x) в любом модельном расширении YY, конечно. 


УпраАЖнНЕНИЕ 32.14 (Рессер). Пусть № и © — простые 
расширения Морли системы ЗУ. Показать, что HB и © 
изоморфны над Y. 


$ 33. ПРОСТЫЕ РАСШИРЕНИЯ ВПОЛНЕ 
УПОРЯДОЧЕННЫХ ЦЕПЕЙ 


Морли доказал теорему 33.1 для того, чтобы опустить 
некоторый тип, но для этого оказалось достаточным след- 
ствия 32.4. Кажется вполне вероятным, что теорема 33.1 
когда- -нибудь найдет важное применение. Даже если этого 
не произойдет, существование этой теоремы оправдано ее 
внутренней красотой. 

Пусть Г — полная подмодельно полная теория. Пусть 
{36 |6< a} — вполне упорядоченная цепь элементов 
из & (Г), т. е. A, < As, если у < 6. Модельным расши- 
рением цепи {55 |6 < a} назовем такую цепь {By |6 < 
< а} моделей для Т, что имеет место следующая комму- 
тативная диаграмма: 


B y—— + —=B g— By 


———-— re 3 8 8 ——J @ 2 - 

Мо LL 9 Изя 

Цепь {85 |6 < a} назовем простым модельным расшире- 
нием цепи {59 |6<@“}, если Ws является простым 
модельным расширением YA, для всех 6 < а. 


ТЕОРЕМА 33.1 (Морли). Если теория квазитотально 
трансцендентна, то каждая вполне упорядоченная цепь 
подсистем, моделей этой теории имеет простое модельное 
расширение. 
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Доказательство. Пусть {3 |5< a} — цепь 
элементов из 5 (Т). Предположим, что A, = {96 |6 < 
<A} для каждого предельного ординала A<a. Если 
это не так, то вставим в цепь дополнительные системы, 
чтобы anowites этого свойства. Предположим, что @ — 
предельный ординал, и определим У» как (1 {55 |6 < a}. 
У по | определяем  последовательность 


(215 | 6 < a}: 
. 98 


> 98 = = и ГВ ан 
3. Если URE Т, то APT! = 9. 
4. Допустим, что a8 He является моделью для Г, 


но YU Е Т для всех у < 5. Последовательность {рЬ | 6 < 
< у< а} изолированных точек определяем индукцией 
по у. В силу 32.1 и 32.2 некоторый изолированный тип 


р Е 558 не реализуется в M8. Пусть таким р будет pi. 
Зафиксируем ya. Пусть р — изолированная точка 
пространства 5 УР. Тогда множество всех прообразов точ- 


KU р В Sues, открыто. Допустим, что Dow является 
прообразом. наименьшего ранга и имеет наименьшую 
степень среди прообразов с этим рангом. Как и в доказа- 


5 = Ld ew 
ier од, Pee является изолированной точкой в 


ов л < <a. Допустим, что для всех у < А 


точка р›+. является прообразом р наименьшего ранга 
и наименьшей степени среди прообразов с этим рангом. 


мн. далее, гы Py — я НЫ точка из 
Sat для всех у <u p’ — прообраз p>, если < о <A. 
Определим р? как Ц {Рё ly <^}. Чтобы показать, что 


тип р) изолирован, заметим, что существует и <A, для 
которого 


rank рь = rank pk и deg ph = deg pi, 


если и <) < ^. Существование такого ц следует из 
правил ранга и степени (29. 2 и 29.5). В самом деле, когда 
приближается к A, ранг р может лишь уменьшаться. 
Так как ранг может уменьшаться только конечное число 
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раз, то с некоторого места он остается постоянным; после 
этого степень может уменьшаться конечное число раз. 


Если ц < у <A, то pe является единственным прообразом 


pi B sae, так как любой другой прообраз должен иметь 
меньший ранг или степень, что невозможно. Из 26.2 


следует, что р изолирован в SIP. 
5. Пусть би {р |5 <y <a} — такие же, как в п. 4. 


Допустим, что р» реализуется в ae для некоторого 


y >65. Пусть y® — наименьший из таких у. Выбираем 
а Е Abo, который реализует ро. Определяем В+! = 
— 95 (a) для всех yb u yet! = 8 для всех y <6. 

6. Допустим, что p> не реализуется в ae ни для 
какого y >56. Возьмем такой элемент а, что а реализует 
p>. Определяем 318+! = 518 (a) для всех у и Wt! = 
= ae для всех у < 6. 

Заметим, что на шагах 5 и ба реализует изолирован- 


ную точку пространства Se, а именно pe для всех 
у > 6. Следовательно, доказательство 32.3 показывает, 


что U YS является простым расширением Морли системы 
| В 
Y. для всех у < о. П 


Не известно, можно ли условие 33.1 заменить более 
слабым условием 32.3. 


$ 34. УПОРЯДОЧЕННО НЕРАЗЛИЧИМЫЕ 
ЭЛЕМЕНТЫ 


Пусть Г — теория, имеющая бесконечные модели. 
Естественно возникает кажущийся на первый взгляд 
довольно простым вопрос: имеет ли теория 7 бесконечные 
модели с нетривиальными автоморфизмами? Мостовский 
и Эренфойхт дали. положительный ответ на этот вопрос. 
Их доказательство было основано на понятии неразличи- 
мости. Позднее Морли обнаружил, что понятие неразли- 
чимых элементов можно применить, чтобы опустить неко- 
торый тип, как, например, в доказательстве 37.2. Нераз- 
личимые элементы можно использовать для того, чтобы 
построить некоторые изоморфизмы, как в доказательстве 


а ee 
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36.1, и для того, чтобы определить понятие размерности 
для моделей ©:-категоричных теорий, как в параграфах 
38 и 39. В настоящем параграфе неразличимость исполь- 
зуется, чтобы показать, что каждая теория, категоризч- 
ная в несчетной мощности, о-стабильна. 

Пусть (J, <) — линейный порядок и Y — алгебраи- 
ческая система,' для которой Г < А. Элементы множества 
I называются упорядоченно неразличимыми в YW, а само 
I — упорядоченно неразличимым в З, если 


Mie Pid, os og Оно Chas ons Pa 
где #<...<ы Wi, <...<{ in — произвольные упо- 
рядоченные п-ки из (J, <<) uw (11, ..., tn) — формула 


сигнатуры системы YY. 


ТеорЕМА 34.1 (Мостовский, Эренфойхт). Пусть Т — 
теория с бесконечными моделями и (Г, <) — некоторый 
линейный порядок.‘ Гогда существует такая модель У 
теории Т, что элементы из Г упорядоченно неразличимы 


в YN. 


Доказательство. Расширяем сигнатуру тео- 
рии Г, добавляя предметную константу $ для каждого 
i€ Г. Расширяем Т до теории 7*, добавляя: 

(а) {447 |i, РЕГ, iF р}, 


(Ъ) все предложения вида 
И а и 4 


INO. bye a yy Be ee а Ч О a i os Re 
формула сигнатуры теории Г. 

_ Каждую модель теории Т* можно взять в качестве 
требуемой системы 3. Покажем, что Т* совместна. Pac- 
смотрим бесконечную модель » теории Г. Будем исполь- 
зовать знаменитый комбинаторный результат Рамсея, 
чтобы показать, что каждое конечное подмножество мно- 
жества 7* — Т выполняется в %. 

Пусть для любого множества С через 4) обозначается 
множество всех п-элементных подмножеств в (. 


ТЕОРЕМА РАмскя. Пусть G — бесконечное множество 
uG™ =H, |]... U Am — разбиение G™ на т непересе- 
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кающихся множеств. Тогда существует бесконечное под- 
множество: К < Gu такое }, что K™ < Hj. 
Рассмотрим конечное множество предложений 


(51) F, ee . 8 89 tins) < Fy he 4s . о 09 $1 лы); 


(bd) Fa (44,1; аа Фата) ad Га (4.1, РЕ Фа, п). 
Пусть <* — произвольный линейный порядок на В. 


Применяя теорему Рамсея, получаем такое бесконечное 
множество В, < В, что 
/ 


Phe. аб, igs <i бы) 


для всех упорядоченных ny-OK b,<*...<* by, и 
р, <*...<*6„ из (By, <*). Второй раз применяя 
теорему Рамсея, получаем такое бесконечное множество 
fc Bs. что 

OR Bh ad > FL 5.) 


для всех упорядоченных п.-0ок b,<*...<*b,, и 
р, <*...<*6,, из (B,, <*). Применяя последователь- 
но 4 раз теорему Рамсея, получаем такое бесконечное 
множество Вас... с Вс В, что система »№ с 
(Ва, <*), играющим роль (J, <), является моделью для 
вах (bl), д Cee 


ТЕОРЕМА 34.2 (Мостовский, Эренфойхт). Пусть Т — 
теория с бесконечными моделями и (Г, <) — линейный 
порядок. Тогда существует такая модель %Ъ теории Т, 
что I < В и каждый эндоморфизм (соответственно авто- 
морфизм) (I, <) можно продолжить д0 элементарного 
эндоморфизма (соответственно автоморфизма) системы %8. 


Доказательство. Пусть 7“ — сколемизация 
Т, определенная в $ 11. В силу 34.1 существует такая 
модель 3[° теории 71°, что элементы из /Г упорядоченно 
неразличимы в 5. Пусть № — сколемовская оболочка 1 
в 9[°. Тогда B будет требуемой моделью для Г. Так как 
Be < Ys, то элементы из J являются упорядоченно не- 
различимыми в 55. 

Пусть f: (1, <)-> (1, <) — эндоморфизм. Элемент 6 
системы % представим в виде # (1, ... tn), где # есть 


$ 34. Упорядоченно неразличимые элементы 127 


п-местная сколемовская функция системы 53“, ай <... 
...<i, есть п-ка из (J, <). Определяем естественное 
продолжение отображения f с J на »° следующим обра- 
зом: 


STAG Ce OS ae se: 


Значение fb не зависит от выбора представления 6, так как 
[Г упорядоченно неразличимо в %*°и f — сохраняющий 
порядок эндоморфизм J: если В (11) = ty (ig) ин <, TO 
р < fi, и t, (В) = 7, (fi,). По аналогичной причине Г 
является эндоморфизмом. Так как Т*° модельно полна, 
то f — элементарный эндоморфизм. Если f отображает J 


на I, то 7 отображает 3 на BY. O 


Если теория 7 тотально трансцендентна, то в силу 
упражнения 30.11 для каждого бесконечного кардинала x 
существует модель » теории 7 и такое множество J < Y, 
что card J = сага 8 = x и каждое взаимно однозначное 
отображение множества J в J можно продолжить до авто- 
морфизма алгебраической системы №. 


ТЕорЕМА 34.3 (Морли).Пусть Т — теория с бесконеч- 
ными моделями и х — бесконечный кардинал. Тогда суще- 
ствует такая модель XS теории Т мощности х, что для 
каждого счетного подмножества У < В лишь счетное 
число 1-munoe из ST (65, y)y€ Y) реализуется в &. 


Доказательство. Свойство «о-стабильности» 
системы » над каждым счетным подмножеством Ус В 
будет следовать из того факта, что существует лишь счет- 
ное число сечений в любом счетном вполне упорядоченном 
множестве. (Сечением в линейно упорядоченном множе- 
стве (J, <) является такое множество А < J, что х ЕК 
и УЕУ — К влекут х< у.) 

Пусть (J, <) — полный порядок на ординалах, мень- 
ших x. Пусть J, 38 и B* — те же самые, что и в доказа- 
тельстве 34.2, а У — счетное подмножество в %°. Можно 
предполагать, что У — сколемовская оболочка некоторого 
счетного подмножества J C J, так как в противном слу- 
чае можно расширить У до такой оболочки. Элементы 
системы »° представимы в виде $ (1, ..., in), где t есть 
п-местная функция Сколема системы 93°, ай <... < 
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есть п-ка из (J, <). Тип из S,T (43°, ydycy), который 
реализует элемент # (i,, ..., &), определяется функцией $ 
и положением i,, ..., i, B ([, <) относительно множе- 
ства J, так как элементы множества / упорядоченно не- 
различимы в №. Например, допустим, что у = sj для 
некоторой функции Сколема $ и некоторых ] ЕФ, i<j 
и i’<j. Тогда | 


St F (y, ti) = F (у, ti’). 


Существует лишь счетное число сколемовских функций 5. 
Выбор же положения i,, ..., i, относительно J равно- 
силен выбору конечного числа сечений BJ. [ 


Следствие 34.4 (Морли). Если теория Т категорична 
в некоторой несчетной мощности, то она ®-стабильна. 


Доказательство. Допустим YY — такая счет- 
ная модель для Г, что множество 5.7 ( (53, а)зел) несчет- 
но. Из 15.1 и 10.3 следует, что существует такая система 
© > YW, для которой card © = w, и несчетное число ти- 
пов из S,7 ((3[, аед) реализуется в ©. Пусть x — 
такой несчетный кардинал, что все модели для Г мощности 
х изоморфны. Пусть 3 — элементарное расширение си- 
стемы © мощности x. Тогда в D реализуется несчетное 
число типов над YJ. Это невозможно, так как D изоморф- 
на системе 3» из 34.3. O 


Следствие 34.5 (Морли). Пусть х >о и теория Т 
х-категорична. Тогда каждая ее модель мощности х на- 
сыщена. 


Доказательство. В силу 34.4 Т о-стабильна. 
Пусть 2 — модель для Г мощности x. Если x — регу- 
лярный кардинал, то 3[ насыщена по 19.3. Пусть x син- 
гулярен и о — регулярный кардинал, меньший x. По 
19.2 существует р-насыщенная система 5» > Х мощно- 
сти х. Так как 8 YY, To YW р-насыщена. O 


УпрРАЖНЕНИЕ 34.6 (Морли). Пусть х > ® и каждая 
модель для Г мощности % @/-насыщена. Тогда 7 w-crTa- 
бильна. 


$ 85. Неразличимые элементы и ®-стабильность 129 


$ 35. НЕРАЗЛИЧИМЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 
И ©-СТАБИЛЬНОСТЬ 


Элементы множества J называются неразличимыми BY, 
а само I — неразличимым в A, ели J Аи 


PGs a a ae i eee) 
для любых п-элементных подмножеств {i,, ..., &}, 
{i;, .. +, in} множества J и любой формулы F (51, ..., Lp) 


сигнатуры YF. Пусть ЗФ — несчетная модель некоторой 
«-стабильной теории. Тогда для каждого регулярного 
кардинала * < сага Y система 3 содержит множество 
неразличимых элементов мощности х (в силу 35.7 и 31.6). 
Если [ — простое модельное расширение системы %, 
то по 35.9 каждое неразличимое множество в (YW, Docs 
счетно. Доказательства 35.9 и 35.10 показывают, на- 
сколько мощна техника ранга и степени, развитая в $ 29. 


ТЕОРЕМА 35.1 (Морли). Пусть Г — бесконечное упоря- 
доченно неразличимое в YM множество. Если теория TY 
©-стабильна, то Г — неразличимое в YX множество. 


Доказательство. Обозначим через P, группу 
всех подстановок множества {1, ..., п}. Зафиксируем 
формулу F (2:.. 02) ин... ЗЬ ЕЕ. Пусть Ра — 
множество всех $ Е Р,, для которых 


ae 2 eee 8 


Если Ру = P, или Ру = 0 для всех F, то теорема доказа- 
на. Пусть s€ P, wt ЕР, — Py. Подстановки $ и # отли- 
чаются на произведение транспозиций. (Транспозиция 
(К, Е + 1) переставляет элементы k и А + 1, оставляя 
остальные элементы множества {1, ..., п} на месте.) 
Значит, существуют такие $5 ЕРя и ЕР — Py, что 


t = (k, k + 14) 


для некоторого №. Обозначим через G (5х1, ..., Lp) фор- 
му о ГОРИ 
(1) YI Е G (41, те 9 и), 
(2) = 7 G ($1, ee ey Ф кт) Фит, ts Uta © be a.) 
` Заметим, что (1) и (2) остаются справедливыми, если 
i) =... заменить на 6, так нак 


элементы f упорядоченно неразличимы в YY. Пусть 
9—01005 
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(В, <> — естественный порядок на действительных чис- 
лах. Из теоремы компактности следует, что существует 
система % == %, для которой RC Ви | 


a) = G (745 < @ @9 Ps); 

3 к a G (1. О 09 Ть-1, VY r+1) Yh» То, . о 09 тв) 
для всех г <0 ...< 1% ЕДА. Teopemy компактности здесь 
можно применять, так как / бесконечно. 


Пусть г<г’ СВ. Существуют такие рациональные 
числа {9; |1 <1<п&1-2®}, что 


а т eg 


Следовательно, 
Da) | G (Чл, ee 09 Vk -1 Г, Vr+1> e 8 89 in) 
SSC teas т gs Sp 


Таким образом, различные элементы из А реализуют 
в & различные 1-типы над множеством рациональных 
чисел. Тогда теория ТЗ не является ®-стабильной. Г] 


Пусть A — множество, а А есть n-MecTHOe отношение 
на Аи/ с А. Отношение А называется связанным (анти- 
симметричным) над J, если для каждого п-элементного 
подмножества {i,, ..., in} C J существует такая пере- 
становка $ множества {1, ..., п}, что А ($1, ..., ben) 
истинно (ложно). 

Отношение А определимо в YW, если существует такая 
формула F (51, ..., %,) сигнатуры теории 7%, что 


R (a4; $ «#9 An) — YI == F ie. 5:8 #9 A) 
дия. всех” (а... @,) € A®. 
ТеорвмА 30.2. Если теория TY ®-стабильна, то ника- 
кое определимое в отношение не является одновременно 


связанным и антисимметричным над бесконечным мно- 
жеством I CA. 


Доказательство подобно доказательству 35.1. 
Пусть F (71, ..., Zn) определяет отношение Ha Y, являю- 
щееся связанным и антисимметричным над некоторым 
бесконечным подмножеством JCA. Пусть < — произ- 
вольный порядок Ha J. Как и в доказательстве 34.1, конеч- 


$ 35. Неразличимые элементы и ®-стабильность 134 


ное число последовательных применений теоремы Рамсея 
дает бесконечное подмножество J с- /, элементы которого 
упорядоченно неразличимы в YX по отношению ко всем 
формулам, полученным из F (51, ..., 2) перестанов- 
ками переменных. Так как отношение, определенное 
формулой F (7, ..., 2%), связанно и антисимметрично 
над J, то элементы из J не являются неразличимыми OTHO- 
сительно F (51,..., 2). Далее продолжаем, как в 35.1. O 


Шелах [1] доказал утверждение, обратное к несколько 
видоизмененной форме теоремы 35.2. 

Следствие 39.3. Если З[ имеет бесконечный определи- 
мый линейный порядок, то теория ТУ не является 


‘0-стабильной. 


Пусть (J, <) — линейный порядок, а Y — система, 
для которой Г < Аи Y CA. Элементы из J называются 
упорядоченно неразличимыми над У в YW, если они упоря- 
доченно неразличимы в (53, y)ycy. Элементы из J назы- 
ваются неразличимыми над У в, если они неразличимы 
в (YM, Уст. 


СоглаАшЕНИЕ 0 ПОДСИСТЕМАХ. Пусть Г — подмодельно 
полная теория, ЭГ Е 5/7 (Т) и У CA. Пусть BY — наи- 
меньшая подсистема в 3[, содержащая У. Элементы из В 
имеют вид $ (/1,..., Yn), THe (51,..., 2p) — терм сигна- 
туры теории Г ии, ..., Yn € Y. Оказывается удобным 
игнорировать разницу между У и B. Так, под „р € SY“ 
будет подразумеваться „р Е SB“, а „У (а)“ будет обозна- 
чать „» (а)“. Будем говорить, что „(а1,..., an ) реализует 
атом над У“ вместо „(а,,..., @,) реализует атом над YB“. 


ТеорЕМА 95.4. Пусть I — бесконечное упорядоченно 
неразличимое над У в З множество. Предположим, что 
1-тип р Е SY реализуется всеми элементами из Г в У. 
Если р имеет ранг (Морли), то I неразличимо над У в Ч. 


Доказательство представляет собой слегка 
измененное доказательство 35.1. Пусть G (51, ..., Ln) — 
формула сигнатуры теории Т ((3[, ydycy), такая, как 
BA, ORR, 


яна... &), | 
р ro dG ($1, м. tn -1) +, tn, Фо, .. у 4a) 


Q* 
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ге #<...< в ЕГ. Пусть % — такая же система, 
как ив 35.1, за исключением дополнительного требования, 
что каждый г 6 А реализует р. Тогда различные элементы 
из А реализуют различные 1-типы над У |] О, где О — 
множество рациональных чисел, и, следовательно, р 
имеет несчетное число прообразов в © (У |] 0). Так как 
лишь конечное число элементов из У входит в С (5.,... 
..., Lp), то можно считать, что У конечно. Однако тогда 
(как в 31.6) р имеет лишь счетное число прообразов 
в 5 (У 00), так как каждый прообраз р имеет ранг, 
а 5 (У U Q) имеет счетную базу. O 


Пусть 7 — полная подмодельно полная теория, YI EC 
Е #1 (Т), Ус Аи {ag |6 <&«} CA. Для каждого 6 < а 
пусть рь есть 1-тип, реализуемый элементом аз над У |) 
И {а, | y <6}. Предположим, что ру имеет ранг (Морли). 
Последовательность {45 |6<( a} называется последова- 
тельностью Морли над У в У, если для всех у < 6 pg 
является прообразом р. того же ранга и степени, что U Py. 
Рангом и степенью {ag |5< a} назовем ранг и сте- 
пень ро. 


ЛеммДд 35.5. Каждая бесконечная последовательность 
Морли над У в ЗЧ является неразличимым множеством над 


а. 


Доказательство. В силу 35.4 достаточно по- 
казать, что 


Е РГ (@5,, “ 4. #1 as.) aaa ol (Ay, в, #9 ay) 
Nie HCOR Оо ем см формул 
F (a, ..., 2.) сигнатуры теории Т ((A%, yycy). Если 


п = 1, то это следует из того факта, что все аз реализуют 
тип ро. Зафиксируем п >1. По индуктивному предполо- 
жению существует такой изоморфизм ], что 


ball OCF Serer Qs _ 


g f 
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и jag, = dy, для 1<i<n. Пусть р (соответственно q) 
есть 1-тип, реализуемый элементом ds (соответственно 
dy) над У (a5,,..-, 4, _,) (соответственно над У (ay,,... 
++) Gy _,). Достаточно показать, что (Sj) 4 = р. 
Ясно, что р — прообраз py и Рё, — прообраз р. По 
правилу ранга (29.3) rank ро >rank р > rank pe, Так 


как {а |65<a}— последовательность Морли, то 
rank ро = rank pp, и, следовательно, rank р = rank py. 


Аналогичное применение правила степени (29.5) пока- 
зывает, что deg р = deg py, и р является единственным 
прообразом py в SY (4, ..., a ,) того же ранга и 
степени, что и Py. Те же самые рассуждения проходят 
для 4, следовательно, 4 — единственный прообраз ро в 
ос В dy) того же ранга и степени, что и ро. Отсю- 


да следует, что (Sj) 4 = р, так как Sj, будучи гомеомор- 
физмом, сохраняет ранг и степень и так как (Sg) (Sj) = 
ae) ag | 


Предложение 35.6. Каждая последовательность Морли 
над У в Ч степени 1 является неразличимым множеством 
над У в Ч. 


Доказательство. В силу 395.5 нужно расемот- 
реть лишь конечные последовательности Морли. Пусть 
{a; |i < п} — последовательность Морли над У степе- 


ни 1. Тогда a, реализует p, над У (а%,..., а, -1) и 4ег р» = 
= 1. По правилу степени (29.5) р, имеет единственный 
прообраз, обозначим его через рии, в SY (do, ..., Qn) 


того же ранга и степени, что и р». Возьмем a,+,, который 
реализует р„-+1. Продолжая эту процедуру далее, после- 
довательность {а; |i <n} можно продолжить до после- 
довательности Морли {а; |1 < ®} над У. Теперь приме- 
няем 35.5. (Заметим, что, возможно, потребуется выйти 
за пределы YM, для того чтобы выбрать a;, t > п.) O 


ТЕОРЕМА 30.7 (Морли). Пусть теория Т тотально 
трансцендентна, MECH (Т), ZCA, card Z< card А и 
card 2[ — несчетный регулярный кардинал. Тогда суще- 
ствует множество I, элементы которого неразличимы 
над Z в YA u card J = card Y. 
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Доказательство. Пусть У обозначает такое 
подмножество в А, что Z DY исага У < card А. Назовем 
рЕБУ максимальным, если множество элементов, pea- 
лизующих р BY, имеет ту же мощность, что и Х. В силу 
31.6 и 19.1 сага SY < card А. Так как card А регуля- 
рен, то существует максимальный р Е SY. Для каждого 
У выберем максимальный тип ру € SY наименьшего ран- 
га и наименьшей степени при этом ранге. Выберем такое 
Y°, что ру’ имеет наименьший ранг и наименьшую сте- 
пень при этом ранге. 

Пусть У > У. Ясно, что ру’ имеет максимальный 
прообраз в SY, пусть 4 — такой прообраз. Тогда rank g = 
= rank ру’ по определению Y°® и rank 4 < rank ру’ по 
правилу ранга. Аналогично degg = deg ру’ по правилу 
степени. Таким образом, максимальный прообраз ру’ 
имеет тот же ранг и ту же степень, что и рУ°. Следователь- 
но, по правилу степени ру’ имеет единственный макси- 
мальный прообраз в SY. 

Определим последовательность Морли {аз |6 < сага %[} 
индукцией по 0. 

1. Po = p*’. 

2. аз реализует ps. 

3. Предположим, что рь Е® (У° U {а, р = 5}) — 
максимальный прообраз Des Пр CS (У fas. | 
y < 6} — максимальный прообраз ps. 

es Пусть р» = U{ps |6 <A}. Предположим, что ps 
является максимальным прообразом р, для каждого 
6 < i. Допустим, что БЕ A реализует ру и не реализует 
Ps. Тогда 6 реализует некоторый немаксимальный тип 
Е (УЦ {ay |} <6}), так как ps — единственный 
максимальный прообраз ро в S(Y | {a, |y< 58}. 
Следовательно, р) является максимальным прообра- 
зом ро. 

Пусть J = {а |6 < сага 9}. По 35.5 элементы из I 
неразличимы над У в Ч. [1] 


Лемма 35.8 (Шелах). Пусть Т тотально трансцендент- 
на, AM < № CCC KH (Т), B конечно порождена над A 
и [ — неразличимое множество над A в ©. Тогда суще- 
ствует такое конечное подмножество J — Г, что I —J не- 
различимо над В (J) в 6. 
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Доказательство. Пусть » = Y (5). Возьмем 
такое конечное подмножество J Cc J, что ранг и степень 
типа р», реализуемого элементом 6 над У (J), равны 
рангу и степени типа р;, реализуемого элементом В 
над %[(Г). Множество J существует по 29.2, так как 
3[ (Г) — прямой предел своих подсистем, являющихся 
конечно порожденными над YA. 

Пусть J, и J, — конечные подмножества Bl — /`одной 
и той же мощности. Пусть f отображает J, взаимно одно- 
значно на Jy. Так как J неразличимо над У, f можно 
продолжить до изоморфизма 


f: U (J) (Ly) 9 (J) (1), 


для которого } | А (J) =1л(. Пусть р, (соответственно 
Ps) — тип, реализуемый элементом 6 над Y (Л) (Г.) (соот- 
ветственно над YW (J) (J,)). Достаточно показать, что Sfp,= 

== py. Типы р. и р, являются образами рги прообразами 
рг. Из определения py и правил ранга и степени следует, 
что р1 и р. имеют тот же самый ранг и степень, что и ру. 


УКП) 


a 


591) -=— Sf ——SUU)(iy) 


ae a 


SUU(S) 


Таким образом, p,— единственный прообраз р; 
в SY (Л) (11) того же ранга и степени, что и ру. Так как 
Sf — гомеоморфизм, то Sfp, также является прообразом 
pz того же ранга и степени, что и py. [1 


Леммл 35.9 (Шелах). Пусть Т тотально . трансцен- 
дентна, AU CH (Т) и Ъ — простое модельное расширение 
системы A. Тогда каждое неразличимое множество над У 
в B счетно. 


Доказательство. Пусть / — бесконечное не- 
различимое множество над YW BY uF (x) — формула cur- 
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натуры теории 7 |) D&. По 35.8 существует такое конеч- 
ное подмножество J CJ, что или BE Р ($) для всех 
[ЕТ — ., или № Е  |F ($) для всех ЕГЕ J. Положим 


p! = {F (x) |B & F ($) для всех, 
за исключением конечного числа, i € I}. 


В силу 35.8 p! € 5%. (р! является «усредненным» типом 
множества J в №.) 

Для того чтобы прийти к противоречию, предположим, 
что J — такое несчетное множество неразличимых эле- 
ментов над 9[ BY, что р! имеет наименьший возможный 
ранг и наименьшую степень при этом ранге. По 29.2 суще- 
ствует система © < №, которая конечно порождена над 
Yu такова, что тип Dé являющийся проекцией р! на 
5©, имеет тот же ранг и ту же степень, что и pt. Тогда 
для любой системы ®, такой, что © с DC %, тип Pd 
имеет TOT же ранг (скажем, %) и степень (скажем, т), 
что и pl. 

По 35.8 существует такое конечное подмножество 
J < Г, что К = [Г — / неразличимо над © в &. Опре- 
деляем последовательности {p, | п < ®} и {i, |n< ow} 
по индукции. 

1. рр ES, и каждый элемент i € К реализует р... 

2. i, € K, и i, реализует р». 

3. В силу 35.8 все, за исключением конечного числа, 
ГЕК реализуют один и тот же тип над © (ip, ..., in); 
‘пусть р»+1 — этот тип. Заметим, что р» = PElio;...42,) 
и, следовательно, имеет ранг % и степень т в силу вы- 
бора 6. 

Согласно 32.3, можно предполагать, что система » 
проста по Морли над 51. Тогда по 32.8 B является простой 
над ©. Пусть S* < YB — простое модельное расшире- 
ние © (i, |п < о). Tak как » проста над ©, существует 
отображение 


: BS 3*, 


для Которого j{|C = 4. Пусть. K* =7[К]. Тогда K* 
неразличимо над © в №*. Пусть px; — тип, реализуемый 
всеми, за исключением конечного числа, i€ K* над 
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© (ip, ..., &-1). Ясно, что р, = р». Индукцией по п 
покажем, что для всех k < w pp = +. Предположим, что 
р, = Pn» Тогда гапЕ р. =. rank:p, =-rank PC а 
правилу ранга rank pp, <a. Пусть рЕ* —«усредненный» 
тип К* в Ъ. Так как элементы из К* неразличимы над YI 
в Ъ, то в силу выбора J rank рК* > гапК р! = a. С другой 
стороны, rank pps, = rank рб...) > rank рк*. Таким 
образом, rank рп =o PHO Doig ==. Тогда по правилу 
степени р„+1 = Pn+i, так как Pp+, и Pn+1 являются про- 
образами p, того же ранга, что и р», и так как deg Prti = 
= deg Pn = т. 

Пусть рь = Ul{p, |n =< о} = Ур | < o}. Так 
как К* несчетно, то в силу 35.8 существует i* € K*, кото- 
рый реализует py. По 32.6 рь — изолированная точка 
BSC (i, |п< о). Пусть F(z, 4, .. ., én) Е ро. порожда- 
ет Po. Тогда из i* ~ i,4, получаем 


TU D (6 (iy [an < ера от. 


Однако это невозможно, потому что i* и i,4, неразличимы 
над ©, (ix, . о 09 me Г] 


ТЕОРЕМА 30.10 (Шелах). Если Т тотально трансцен- 
дентна и х > о, то Т имеет насыщенную модель мощ- 
ности Ж. 


Доказательство. По 19.4 и 31.6 Т имеет спе- 
циальную модель 93 мощности x. Таким образом, З = 
= U{A,|y<a}, roe {A, |у< a} — элементарная 
цепь насыщенных моделей. Пусть У C A и card У < x. 
Зафиксируем р € SY и покажем, что р реализуется в Ч]. 
Пусть g € SA — прообраз р. Из 29.2 следует, что суще- 
ствует такая конечно порожденная система © с 3, что 
проекция gg типа 4 на SOF имеет тот же ранг и степень, 
что и 0. Тогда для каждой системы ©, такой, что 
© >С ФТ, тип gg имеет тот же ранг и степень, 
что и 0. | 

Предположим, что & — предельный ординал; если это 
не так, то 3[ насыщена. Тогда © C ЗФ, для некоторого 
у < “. Предположим, что © с YA, ucard Ay, < сага Y,,, 


gs #3 


+ Е 
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если у, < у. < а. Определим последовательность Морли 
{is |6< x} индукцией по 6 < x. 


1. Пусть gs € SC (ip |0 <6) — проекция g. Тогда 
45 имеет TOT же ранг и степень, что и (4. 

2. Предположим, что существует такой ординал < а, 
что © (ip |р<5) CA, и card A, >max (®, card 6); 
пусть Ys — наименьший из таких у. Возьмем ig € Ayes, 
который реализует gg; такой элемент существует, так как 
[5 насыщена. 


Возьмем х*-насыщенную систему » > Y%, чтобы рас- 
ширить {is |6 <х} до последовательности Морли 

3. Пусть gy = g €E SYA. В силу 31.8 deg q,= 1. 

А. Пусть х <5 < 2x. Возьмем is Е В, который pea- 
лизует gs. Предполагаем, что deg qs = 1. Пусть 9541 6 
Е SY (ip |р <6) — единственный прообраз 95 того же 
ранга и степени, что и gs. Так как deg gg = 1, то по пра- 


BUY степени тип 45+, существует. 


5. Пусть 4) = U {495 [16 <^}, если Л — предельный 
ординал. 

Проверим, что {is |6 < 2x} — последовательность 
Морли. Обозначим через rs Е SO (i, |0 < 6) тип, кото- 
рый. реализуется элементом is.. Если 6 <», то rg = Qo. 
Если x < 6 < 2%, To гу, — прообраз гу, так как 95+ — 
прообраз как Гу, так и гь. Индукцией по 6 легко пока- 
зать, что гу имеет тот же ранг и степень, что и Го, для всех 
б6 <2ж. В силу 35.5 элементы Г = {is |6 < 2%} нераз- 
личимы над © BS. Из 35.8 следует, что существует такое 
J CTI, что card Г < хи J — J неразличимо над У в SS. 
Пусть i* € {is |x Cb < 2u}—J. Так как 9„ — про- 
образ р, то i* реализует р BS. Возьмем # Е {is |6 < x} — 
— J. Тогда i реализует р BY, так как i u i* неразличимы 
над У. O 


УпрРАЖНЕНИЕ 35.41 (Шелах). Пусть 7 тотально транс- 
цендентна и Хх > ©. Показать, что существует модель YI 
теории Г и такое множество Д<- А, что card J = card A = 


= % и любое взаимно однозначное отображение J в /[ 
можно продолжить до автоморфизма системы 3. 
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Пусть Т тотально трансцендентна, AEC HW(T) и Bp 
3. — простые модельные расширения 5. В силу теоремы 
36.2 8, и №, изоморфны над YF. Существование изомор- 
физма между 8, и №, следует главным образом из лем- 
мы 30.9, которая утверждает, что никакое простое модель- 
ное расширение системы 2 не содержит несчетного MHO- 
жества неразличимых элементов над 9%. Изоморфизм 
строится индукцией по некоторому рангу, являющемуся 
небольшим изменением ранга Морли. 

Пусть H — замкнутое подмножество в SY. Ординаль- 
ным рангом Н называется наименьшее yp > тапКр для 
каждого р ЕН. Из компактности SY следует, что если 
ординальный ранг Н равен a, то существует р Е Н ранга a 
и число таких р конечно. Пусть n — наибольшая степень 
точек рЕН ранга a и 4 — число точек рЕН ранга a 
и степени 7. Рангом Н называется тройка (a, п, а). Тройка 
(21, п, 41) считается меньше тройки (He, по, 45), если 
91 < @&., ИЛИ A, = A, И ПП По, ИЛИ Ay = Ag, Ny = Ny 
и 4 <4.. Если F (x) — формула сигнатуры теории 
TU БУ, то {р |рЕ ЗЧ & Е (x) € p} — замкнутое мно- 
жество SY. Назовем А-рангом F (x) ранг множества 
{р |p € SU &Р (2) Ер}. 


ТкорЕмА 36.1 (Шелах). Пусть Т тотально трансцен- 
дентна, УГ (соответственно У*) принадлежит K (Т), 
5 (соответственно %8*) — атомное модельное расширение 
системы УЗ (соответственно З[*) и f: A > A* — такое 
отображение на, что 


(5, Abaca => 5 *, 1@ в Ел. 
Предположим далее, что каждое множество неразличимых 
элементов над YX (соответственно 3*) в B (соответствен- 
но Ъ*) счетно. Пусть F (x) — формула сигнатуры теории 
ГИ DA. Определим 

C= Al) ЕВ £ (b)}, 
Ce = A* 1 4b456B* ВЕ ЕЕ 

Тогда f можно продолжить O00 такого отображения в: 
С -— С* na, что 

(B, Cheec == (5*, £C с ЕС. 
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Доказательство индукцией по А-ранту F (2): 
Сначала предположим, что этот ранг равен (a, п, а), где 
4 >1. Возьмем р Е SY, для которого F (zx) Е р, rank р = 
=a и deg р = п. Выберем такую формулу G(x), что 
(i) G (x) Ери (ii) из @ (x) Eq следует gq = р или rank 9 < 
<a. Пусть 


р =AU (|bEBKBEF(b) & 1 G(b)}, 
D* =AU {6 |ЬЕВ* & B* E F (6) & 7] G(b)}. 


Так как А-ранг F (x) & “| G(x) равен (a, п, d— 1), то f 
можно продолжить до такого отображения h: D > D*, 
что 


(8, daep == (U*, Важер. 


Из правил ранга и степени $ 29 следует, что О-ранг фор- 
мулы ГР (2) & G(x) меньше, чем А-ранг F (x). Следова- 
тельно, h можно продолжить до такого отображения с: 
С->С* на, что 


(5, с)сес = (B*, вс) Ес. 


Предположим теперь, что А-ранг F (x) равен (a, п, 1). 
Тогда существует единственный тип р € SY, такой, что 
F (x) €p, гапКр =a и deg р = п. Определим последо- 
вательности {ps |6 <6б,} и {bs |5< y,} по индукции. 

1. Ро = Pp. 

2. Возьмем в качестве Ob, элемент из С — A, реализую- 
щий ps. Если такого нет, то yo = 6 = Gy. 

3. Пусть ps Е SUA (by | y < 5). В качестве ps, возь- 
мем элемент S Y (b, | y < 5) того же ранга и степени, что 
и ps. Если такого ру+1 нет, то 6, = Ouy, = 6 + 1. 

4. py = U {pp |6 <A}. 

Если 6) > о, то по 35.5 элементы {65 | 5 < yy} нераз- 
личимы над YY BY. Следовательно, ys счетный. Если 6 Е 
ЕС — А реализует р, то из максимальности {6 5| 5 < yo} 
следует, что 6 реализует некоторый 1-тип из SY (bs |6 < 
< o) меньшего ранга или степени, чем р. Таким образом, 
{bs |5 << yo} — счетный «базис трансцендентности» для 
реализаций типа р в В — А. Перенумеруем элементы бу 
так, что {bs |5< yo} = {bm |т <a} для некоторого 
%) < ®. Кардинал a, является «размерностью» р в %, 
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Заметим, что каждый БЕС реализует 1-тип из SY (b,, | 
т < “,) ранга <@ или степени < п. 

8? Пусть р* = (5]) "р Е 5%*. Повторив конструкцию, 
приведенную выше, с заменой YY, B, © и, р на A*, B*, 
6* и tp, получим {by |m< az}. Если 7 <ои hy = fs 
TO a@* >}, потому что № атомна над Зи (5, @)аЕл = = 
= = (B*, fa dae д. Из аналогичных соображений oe Sy 
влечет ‘Oo > j. Следовательно, a) = a) 

Определим g = U{gm |m< o} MAY Kier по т. 
Пусть 5, =f. Зафиксируем т > 0. Предположим, что 
£m определено Tak, что область определения #„ лежит в С, 
область значений g,, лежит в С*, № (соответственно №*) 
атомна над dom g,, (соответственно range g,,) и 


(55, С) Е аош аи = 5 Sm de Е dom я. 


Случай 0. Пусть m+ 1 = 3k. В этом случае 
добавим 6, к множеству 4от #т-+1. Если Ё >a, или 
6, Edom gm, то Ет+1 = бт. Допустим Ё<а, и В Ё 
¢ dom #т. Из предположения относительно gp, следует, 
что существует такой элемент с* Е С*, что 


(5, С, Dp dee dom g,, == (B*, тс, Е dee dom g,,° 


Продолжаем #т HO Zm+ 1 Так, что Zm+ 10, = с*. По 32.7 
3 (соответственно %№*) атомна над dom g,,+, (соответ- 
ственно над range £m+})- 


Случай 1. Пусть т- 1 = 38k +1. Поступаем» 
как в случае 0 с заменой b,, dom gm+, на De, range бт 1: 


Случай 2. Пусть т + 1 = ЗЕ - 2. В этом случае 
будем продолжать #т До Fmt, так, чтобы dom # т (соот- 
ветственно range #„-+1) содержала каждый элемент ВЕС 
(соответственно 6 ЕС*), который реализует 1-тип g Е 
€ S (dom gm) (соответственно S (range g,,)) меньшего ран- 
га или степени, чем р. (Напомним, что каждый БЕС 
реализует 1-тип из 55 (6 и | т < a.) меньшего ранга 
или степени, чем р.) Пусть последовательность {qy |} < 
< р} нумерует все 4 € S (dom #т) меньшего ранга или 
степени, чем р, которые реализуются элементами из С. 
Так как № атомна над dom gm, то каждый gy является 
изолированной точкой в S (4от 5 т). Пусть F, (xz) — 
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формула сигнатуры теории Т |) D (dom g,,), которая по- 
рождает тип gy. Так как rank g, < rank р, то (dom &т)- 
ранг формулы Е. (x) меньше, чем А-ранг формулы Ё (2). 

Пусть gy = (Sg,,)-2 2, Е 5 (range g,,). Тогда последо- 
вательность {gy |) <р,}` нумерует все 9 Е 5 (dom g,,) 
меньшего ранга или степени, чем р, которые реализуются 
элементами из С*. Аналогично определяется формула 
+ (2). | 
Определяем Smt1 = Ч {2041 |7 < Po} по индукции. 

1. Sm+1 = бт. | 

2. Допустим, что gy, определено так, что B (соот- 
ветственно %»*) атомна над dom 2%... (соответственно 
range 8+1) и 


(5, 6) 


b € dom 41° 


bedom аа == (B*, Smtr) 


Ясно, что (dom gm+,)-panr F(x) меньше, чем А-ранг 


F (x). Следовательно, gy41 можно продолжить до Ги 


так, что 


dom ЖА = dom 8410 {b|BE Fy, (6)}, 
range gv, = range 21 U Me | B* ЕР) (b)}, 
25; 2) gam vit = (B*, вис) аль, 


Так как dom gn, — нормальное расширение dom 21, 


oe 1 =) 
то по 32.9 8 является атомной Han dom gy,,;. По той же 


причине %* является атомной над range gy. 

3. Пусть 841: = 0 {2 ly <A}. Область опреде- 
ления gyi, является нормальным расширением в YS 
области определения 2-1, следовательно, в силу 32.9 
атомна над та: & 


Следствие 36.2 (Шелах). Если Т тотально трансцен- 
дентна и WE KH (Т), то любые два простых модельных 
расширения системы ЗФ изоморфны над У. 


Доказательство. Пусть 8 и B* — простые 
модельные расширения YF. По 35.9 каждое множество 
неразличимых элементов над УЗ в № (соответственно %*) 
счетно. По 32.2 и 32.6 8 (соответственно %S*) атомна 


$ 36. Teopema единственности Шелага 143 


над 9[. Из 36.1 следует, что тождественное отображение A 


Ha А можно продолжить до изоморфизма! между » и B* 


(нужно взять в качестве F (x) формулу х ='2). O 


Заключение следствия 36.2 остается справедливым, 
если потребовать от Г лишь квазитотальную трансцен- 
дентность (упражнение 36.6). Остается ли оно верным, 
если от 7 потребовать лишь следующее: изолированные 
точки пространства SY плотны в нем для каждой системы 
YE“ (ТГ)? 

Пусть Т тотально трансцендентна и ГЕ & (Т). По 
теореме 32.3 существует некоторое простое модельное 
расширение системы УГ. Следствие 36.2 позволяет гово- 
рить о вполне определенном простом модельном расшире- 
нии 3. Утверждения 32.3 и 36.2 используются в $ 41 
для определения дифференциального замыкания диффе- 
ренциального поля характеристики 0. 


Следствие 36.3. Пусть Т — тотально трансцендент- 
ная теория, I Е #(Т) и © — простое модельное расширение 
системы YW. Если ДЛ с » с би © атомна над BY, то 
каждый автоморфизм BS можно продолжить Oo автомор- 
физма 6. 


Следствие 36.4 (Шелах). Пусть Т — тотально транс- 
цендентная теория, A EH (Т) и »Ъ — модельное расши- 
рение системы YX. Тогда следующие два условия эквива- 
лентны: 

(i) проста над YA, 

(ii) $ атомна над Ч, и каждое множество неразличи- 
мых элементов над A в BW счетно. 

Доказательство. Условие (11) следует из (1) 
в силу 32.2, 32.6 и 35.9. По 36.1 (i) следует из (п). O 


Следствие 36.5 (Шелах). Пусть Т — тотально транс- 
цендентная теория, УГ Е KH (Т) и 8 — модельное расши- 
рение YX. Гогда следующие два условия эквивалентны: 

(i) 3 минимальна над Ч, 

(ii)  атомна над УЗ, и каждое множество неразличи- 
мых элементов над YX @ » конечно. 


Доказательство. Пусть (i) справедливо. Тогда 
по 32.4 % проста над Y, следовательно, в силу 32.6 атом- 
на над YW. Предположим, что J — бесконечное множество 


% 


#4 
i 
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неразличимых над 5[ в » элементов. Зафиксируем i € Г. 
Пусть © < BY — простое модельное расширение системы 
д (Г — {i}). Так как BY минимальна над 9, то ЕС. 
Кроме того, i реализует изолированный тип ре 
Е SY (J — {#}), потому что © является атомной над 
WM (7 — {i}). Пусть. F (x) порождает р и J — конечное 
подмножество элементов из IJ — {i}, встречающихся 
в F (x). Возьмем j Е (J — {i}) — J. Тогда 


TU DUI — (i) EF) +2 #5, 
TU DUI — {i}) FH TF (9). 


Однако » Е F (jf) следует из » Е F ($), так как ju i 
неразличимы над Y% (/). 

Предположим теперь, что (ii) выполняется, а (i) — 
нет. По 36.4 проста над Y%. Тогда существует такая 
система №* > 3, что №* 23 и B*, № изоморфны 
над 95. Определим по индукции элементарную цепь 
{85 |6 < (сага Y%)*}, для того чтобы получить беско- 
нечное неразличимое множество над YB №. 

$. Bo = 3 

2. Допустим, что №, изоморфна над YX системе &. 
Пусть S54, находится в таком же отношении к »ь, как 
3* к 3%. Таким образом, ЖЗ. > Bs, ЖЗ = 
и Bei,, Be изоморфны над 91. 

3. Пусть = Ц9{%, |6 <^}. Допустим, что Ys, 
и 3 изоморфны над WM для каждого 6< A. Тогда №, 
атомна над 3. Если SS, имеет несчетное множество 
неразличимых элементов над Y%, то для некоторого 6 < A 
система Ъь, а значит и 5, имеет бесконечное множество 
неразличимых элементов над 9. Если каждое MHO- 
жество неразличимых элементов над YW в YW счетно, то 
по 36.4 8, изоморфна над 9[ системе YB. 

Пусть © = U {Be | 6 < (card +}. По 35.7 суще- 
ствует несчетное множество неразличимых элементов над 
Y% в ©. Однако тогда для некоторого 6 < (сага ХТ) + систе- 
ма »Ъз, а следовательно, и 5» имеет бесконечное множе- 
ство неразличимых элементов над YW. O 


УпРАЖНЕНИЕ 36.6. Пусть 7 — квазитотально транс- 
цендентная теория и AW Е 5 (Т). Показать, что любые два 
простых модельных расширения 3[ изоморфны над ней. 
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$ 37. НАТЕГОРИЧНОСТЬ В НЕКОТОРОЙ 
НЕСЧЕТНОЙ МОЩНОСТИ 


Теорема Морли о категоричности (37.4). следует из 
леммы 06 опускании некоторого типа (37.2), основанной 


на результате (37.1) типа теоремы Сколема — Лёвенгейма 
о понижении мощности. 


ПреЕдложЕНИЕ 37.1 (Морли). Пусть Т — тотально 
трансцендентная теория, имеющая несчетную ненасыщен- 
ную модель. Тогда существует счетная модель ЗГ теории 
Т, У CA, рЕБУ ul < А, такие, что р не реализуется 
в и 1 — бесконечное неразличимое над У в множество. 


Доказательство. Пусть % — несчетная не- 
насыщенная модель для Г. Возьмем такое ZC Bug € SZ, 
что card Z< сага 3 и 4 не реализуется в Y. Из 35.7 
следует, что существует счетное бесконечное неразличи- 
мое множество J над Z BS. 

Определим по индукции возрастающую последователь- 
ность {%, |п < ®} счетных подсистем системы 3. 

1. », — наименьшая подсистема в Y, носитель кото- 
рой содержит I. 

2. Предположим, что З„ < № счетна. Ясно, что 4 
не реализуется в 3... Тогда для каждого а Е А» суще- 
ствует такая’ формула Р. (51) Е а, что BE | Fy (а). 
Следовательно, можно выбрать такую счетную систему 
Montz что № > Зи: > Aan и никакой элемент a EC Аж 
не реализует 9+1 Е 5 (7 П Aonti), где 9+: — проек- 
ция g€ SZ. Для каждого а € Аз, элементы из Z, встре- 
чающиеся в РГ. (x), принадлежат Z [| А+ 1. 

3. Предположим, что Wont, < B счетна. В силу. 11.2 
можно выбрать такую счетную систему Э[и+., что 
B > Aent+e > Ч anti 

Пусть A = U{A, [п <j o}. Из, 6.4 и: 10.3 получаем 
$’ Byer Y= BY) A. a p € SY — проекция д. 
Если бы р реализовывался в Y{ элементом a € Aon, TO 
Gon+1 реализовывался бы в 3... Если бы множество I 
не было неразличимым над У в Х, то J не было бы нераз- 
личимым над ZB ». O 


ЛЕММА 37.2 (Морли). Пусть Г — тотально трансцен- 
дентная теория, AMET, У CA, рЕБУ, р не реали- 


10—01005 


< РК я кое 2 > ih hang on с. АЕ оо ЕТО > ас: ВА 
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зуется в A и Г — бесконечное неразличимое множество над 


Ув A. Если х > сага A, то Т имеет такую модель © 
мощности х, что У < С ир не реализуется в ©. 


Доказательство. Из теоремы компактности 
получаем такие § и J, что BET,YCB,ICJ CB, 
J неразличимо над Ув % и сага J = x. Пусть & — про- 
стое модельное расширение У |) J, существующее по 32.4. 
Допустим, что с реализует р в ©. По 32.6 с является 
атомным над У |) Ли, следовательно, является атомным 
над У U J* "для. некоторого конечного подмножества 
1*с- 4. Из 32.1 (i) и 32.2 a os что р реализуется 
в каждом модельном расширении У |) /*, следовательно, 
в каждом модельном расширении У |) Г, а значит, ив YY. 

Понятие морлизации теории показывает, что требова- 
ние подмодельной полноты не является существенным для 
рассматриваемых здесь результатов. Морлизация ТМ тео- 
рии Т получается добавлением к 7 следующих новых OT- 
ношений и аксиом. Для каждой формулы F (x1, ..., Lp) 
сигнатуры теории Г добавляем символ отношения Ак 
и аксиому 


р: О a2 ax, Sa) Ра, Hp). 


Предложение 37.3. Каждая формула сигнатуры теории 
ТМ эквивалентна в ТМ некоторой формуле сигнатуры T. 
Геория ТМ подмодельно полна. Теория Т полна точно 
тогда, когда полна ТМ. Теория Т о-стабильна точно 
тогда, когда TM тотально трансцендентна. 


Доказательство проводится индукцией по 
длине формулы. [Г] | 


Теории Г и ГМ имеют по существу одни и те же модели. 
Каждая модель Т (ТМ) имеет единственное обогащение 
(обеднение), являющееся моделью ТМ (Т), которое полу- 
чается добавлением (удалением) подходящих отношений. 
Однако Ги 7™ содержат совершенно различные концеп- 
ции понятия подсистемы модели. 


ТЕОРЕМА 37.4 (Морли). Пусть Т — полная счетная 
теория, удовлетворяющая одному из следующих двух усло- 
вий для некоторого несчетного кардинала %: 

(i) Т х-категорична, 
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(ii) каждая модель для Т мощности х ®\.-насыщена. 

Тогда каждая несчетная модель для Т насыщена и, 
следовательно, Т категорична в любой несчетной мощ- 
ности. 


Доказательство. В силу 37.3 можно считать, 
что Г подмодельно полна. По 34.4, 34.6 и 31.6 она тотально 
трансцендентна. Если бы 7 имела несчетную ненасыщен- 
ную модель, то в силу 37.1 и 37.2 она имела бы HE W,- 
насыщенную модель мощности х, что невозможно по 34.5. 
По 16.3 7 категорична в каждой несчетной мощности. [] 


Следствие 37.5 (Харник, Рессейр). Пусть Т категорич- 
на в некоторой несчетной мощности, Ч < BE&K (T) 
и SY бесконечно. Если 3 является простым модельным 
расширением системы %, то BY — минимальное моделъ- 
ное расширение Y. 


Доказательство. Пусть р Е SY — предель- 
ная точка. Так как из 32.6 следует атомность % над Y, 
то р не реализуется в №. Допустим, что » не минимальна 
над 9. По 36.5 существует бесконечное неразличимое 
множество над в ». Тогда в силу 37.2 существует несчет- 
ная ненасыщенная модель Г, что невозможно по 37.4. П 


УпраАЖНЕНИЕ 37.6. Доказать 37.5, не используя резуль- 
таты $ 36. 


$ 38. МИНИМАЛЬНЫЕ ПОРОЖДАЮЩИЕ 
И ®.-КАТЕГОРИЧНОСТЬ 


Понятие минимального порождающего лежит в основе 
теории размерности моделей ©\-категоричных теорий. 
(Понятие минимального порождающего является перефор- 
’мулировкой введенного Маршем понятия минимальной 
формулы (Марш [].) В следующем параграфе будет 
показано, что каждая модель Y любой ®1-категоричной 
теории имеет размерность, хорошо определенную в том 
смысле, что в случае алгебраически замкнутых полей она 
совпадает с мощностью базиса трансцендентности. Теорема 
Вота о двух кардиналах играет главную роль при опре- 
делении размерности системы 3). 


10* 
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Предложение 37.3 позволяет предполагать, что Г под- 
модельно полна. Для того чтобы приписать каждому 
элементу из 5.Г ранг и степень Морли, добавим к & (Т) 
объект (© (который назовем нулевой системой). Для каж- 
дой системы ТЕ 67 (Т) добавим к & (Т) отображение 
тождественного включения OG CY. Пусть SO будет 
S,7 и определим проекцию 53-5 © при помощи огра- 
ничения: образ gE SUB SOM является результатом уда- 
ления из 4 всех формул, сигнатура которых отлична от 
сигнатуры теории Г. Минимальным порождающим для Т 
называется такой элемент р Е S,7 (=5 ©), ранг и степень 
которого равны 1. Теория ACF, имеет единственный мини- 
мальный порождающий. 

Пусть {с; |< ®} — последовательность предметных 
констант, не входящих в сигнатуру теории 7. Теория Т* 
называется конечно порожденным расширением Т, если 


T* есть 
Г U {F (сл, e009 Cn) [EG к Zn) Еа} 
для некоторого g€S8S,/. Обозначение Т* = Т |] 4. 


ЛЕммА 38.1 (Марш). Если теория Т тотально транс- 
цендентна, то некоторое ее конечно порожденное расии- 
рение имеет минимальный порождающий. 


Доказательство. По 31.2 Т имеет бесконеч- 
ную универсальную область Jt. Так как Jt бесконечна, 
то пространство 9) имеет по крайней мере одну пре- 
дельную точку. Из тотальной трансцендентности Г полу- 
чаем, что 53% имеет точку ненулевого ранга. Тогда из 
31.3 и 31.8 получаем, что существует такая точка р Е 5 Jt, 
для которой rank р =1 и 4ейр =1. Пусть © = 
= © (cy, ..., сп) обозначает такую конечно порожден- 
ную подсистему в YN, для которой ранг и степень проек- 
ции рвюб равны 1. Пусть g Е S,7 есть п-тип, реализуе- 
мый п-кой (c,,...,¢, ). Тогда проекциярв SC(=S,(T U q)) 
будет минимальным порождающим для Г |) g. 


Пусть WE ТТ, аЕАи xX CA. Элемент а называется 
алгебраическим над X, если а реализует 1-тип из SX 
ранга 0. Заметим, что а является алгебраическим над Х 
тогда и только тогда, когда существует такая формула 
Е (x) сигнатуры теории 7 |) DX, что YA Е F (a) и лишь 
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конечное число элементов из Y выполняет F (x). Множе- 
ство Х называется алгебраически независимым, если ника- 
pis элемент хСХ не является алгебраическим над 


— {x}. 


Предложение 38.2. Пусть AE Т, р — минимальный 
порождающий для Т и ХС А — алгебраически независи- 
мое множество элементов, реализующих р. Тогда 

F(i) элементы из Х неразличимы в ЧТ; 

и (11) если а реализует, р в WM и а не является алгебраиче- 
chum над X, то множество {а} |] Х амлгебраически неза- 
висимо. 


Доказательство. Пусть {xy |6 < a} — пере- 
счет множества Х. Из правил ранга и степени следует, 
что {zs |6 <a} — последовательность Морли степени 1. 
Тогда (i) следует из 35.6. Пусть х„ = а. В этом случае 
{25 |6 <a} является последовательностью Морли, сле- 
довательно, элементы из Х |) {а} неразличимы BY. Тогда 
ни один элемент bE X |) {а} не является алгебраическим 
над остальными, так как в противном случае а был бы 
алгебраическим над X. O 


Предположим, что Г имеет минимальный порождаю- 
щий ри ЧЕ Г. Множество Х называется р-базисом 
для 3, если Х — максимальное алгебраически незави- 
сммое множество элементов, реализующих р в Ч. 


ТЕММА 38.3 (Марш). Пусть Т имеет минимальный 
порождающий р и ХЕ Т. Если Х и У являются р-бази- 
сами для З, то card Х = 


Доказательство. Пусть сага Х < card У. Лем- 
му докажем для всех Г, всех р и всех Y индукцией по 
card Х. Предположим сначала, что card Х > о. По 38.2 
(ii) получаем, что каждый элемент из У алгебраичен над X. 
Тогда из счетности Г получаем 


ae card У < max (a, card 'Х) = card X. 


Предположим теперь, что card Х < о. Возьмем у Е У. 
По 38.2 (ii) у алгебраичен над Х. Так как у не является 
алгебраическим} над Y¢— {у}, то ие Еж; но 
являющийся алгебраическим над a {у}. Пусть а 6 
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€ S {x} — единственный прообраз р, ранг и степень 
которого равны 1. Тогда 4 — минимальный порождающий 
для TUp uw (YA, х) ЕТОр. Множество Х — {xr} 
является 4-базисом для (9, x) и У — {у} можно рас- 
ширить до некоторого. д-базиса У* для (3, x). По индук- 
тивному предположению card (X — {5}) = сага У* > 
=> сага (У — {у}) и, следовательно, card X = сага У. П 


Пусть 7 имеет минимальный порождающий ри ТЕ Г. 
Назовем card Х р-размерностью системы YW, где X — 
любой р-базис для 2. Обозначение: p-dim YY = сага X. 


ТЕОРЕМА 38.4 (Марш). Пусть Т ®1-категорична и имеет 
минимальный порождающий р. Пусть ЗЧ! и B — модели 
для Т. Гогда 

(i) если Х есть р-базис для A, то Wy минимальна 
и атомна над Х; 

(ii) модель 3 тогда и только тогда изоморфна 5%, 
когда p-dim XY = p-dim %. 


Доказательство. (i) Пусть F (x) € p — такая 
формула, что для любого 9 € S,T7 F (x) Ед влечет 9 = p 
или rank g = 0. Так как rank р = 1, то такая формула 
существует. Допустим, что X CC и © <Y. Пусть 
_ р® = {с |сЕС&б EF (с)}. Множество Е® бесконеч- 
но, так как © | Гир имеет ненулевой ранг. Ясно, что 
FS < РЯ. Пусть a € Р%. Если а реализует некоторый 


тип 9690 ранга 0, то a€ FS, потому что все модели 
для Г алгебраически замкнуты и © Е Т. Если a реали- 


зует р, то а алгебраичен над Х. Таким образом, Fe = F* 
и по 22.5 © = Y. В силу 32.4 и 32.6 YW является атомной 
над Х. 

(ii) Если ХФ =, то по 38.3 p-dim A = p-dim 5. 
Предположим, что p-dim WY = p-dim №. Пусть Х есть 
р-базие для MW, а У есть р-базис для ». Пусть f: У ~ Х — 
взаимно однозначное отображение на. Тогда 


(Qf, Liege x = (55, 5 )хЕХ. 


В силу 38.4 (i) и 32.3 система 3 является простой над Х, 
следовательно, } можно продолжать до р: 9[ —> №. Таким 
образом, Ус [А] и g[A]l <. Тогда по 38.4 (i) 
8 [9 =>. oO 
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СлЕДСТВИЕ 38.5 (Марш). Если Т ®1-категорична, A — 
насыщенная модель для Т и WM < B, то B насыщена. 


Доказательство. По 38.1 существует конечно 
порожденное расширение 7 |] 4 теории Т, имеющее мини- 
мальный порождающий р. Пусть (a,, ..., a,) реализует 
ав 9%. Тогда (YW, a,,...,a,) u (B, ay,...,a,) — модели 
теории Т|]9. Так как ФЗ насыщена, то система 
(WM, @1, ..., @,) имеет бесконечную р-размерность. Тогда 
(3, ay, ..., @,) также имеет бесконечную р-размерность. 
Если сага № = ®, то по 38.4 (ii) » насыщена. Если 
card 3 > о, то по 37.4 % насыщена. O 

Система % является собственным элементарным рас- 
ширением №, если UW > Bu =2 В. Систему 9 назовем 
простым собственным элементарным расширением 3, 
если 2{ — собственное элементарное расширение 5» и сле- 
дующую диаграмму можно дополнить указанным спосо- 
бом для любого ©, являющегося собственным элементар- 
ным расширением 3: 


кт 


Лемма 38.6 (Морли). Если TS ®\1-категорична, то % 
имеет простое собственное элементарное расширение. 


Доказательство. Выберем g Е 5» с наимень- 
шим ненулевым рангом. Тогда существует такая формула 
Е (x) Е 4, что если р Е qu (<) Е р, то rank р = 0. Пусть 
а реализует 49 и З — простое модельное расширение 
Ъ (а). Пусть © — собственное элементарное расши- 
рение %. Достаточно показать, что 4 реализуется в ©. 


Пусть FO = {6 |DEB&BEF (b)}. Ясно, что F® < Рб. 
Множество F® бесконечно, так как BE ZT и gq имеет 
ненулевой ранг. Из 22.5 следует, что FS ~ Р®. Пусть 


152 $ 38. Минимальные порождающие и ®!-категоричность 


c€ Ре — F®, Тогда с реализует 4, так как в противном 
случае с реализовал бы некоторый тип р € SS нулевого 
ранга и, следовательно, принадлежал бы BY. O 


Морли показал, что система Qf, построенная в доказа- 
тельстве 38.6, минимальна над №, т. е. не существует 
такой системы D, что <<, BAD и DFA. 
Доказательство этого факта будет приведено в $ 39. 


Следствие 38.7 (Морли). Теория Т тогда и только 
тогда @\-категорична, когда любая ее счетная модель 
имеет простое собственное элементарное расширение. Е 


Доказательство. Допустим, что счетные мо- 
дели теории Г обладают свойством, сформулированным 
в следствии. Построим некоторую модель Т мощности ©: 
как предел элементарной цепи. Предположим, что 7 
имеет простую модель Wo. Тогда Фь+, будет простым 
собственным расширением системы Y%, и ЧУ, = 
= {36 |6 <A}. Пусть 


= U {3 |6 < a}. 


Допустим, что № Е Т и сага 3 = о,. Для того чтобы 
показать, что %№ YA, разложим YS в элементарную 
цепь {B, |5 < w,} счетных моделей. Определим функцию 
g: ©, —> @, и цепь 


{fs: З её — Bo бо} 


изоморфизмов индукцией по 6: 

‚Я 2 = 0 um fy: Ay —> Bo. 

2. мы в ies 8 Pe I 

3. не равна объединению цепи {f§ | у р}, которая 
определяется индукцией по 7. 


4. Ва = fox В =1U 6+ ly<A}e _ 


5. Предположим, что р 1: ar — №... Ecan- 
+1 — отображение на, тор = 7. В противном случае в си- 
лу простоты Wostyry МОЖНО продолжить +: до ДЕ: 
UAgoryti— Зонт. 

6. g (6 + 1) = gd {р 
Ясно, что’ f = U{fs 8. a ©,} отображает изоморфно 
A на 3. Остается показать, что Т имеет простую модель. 
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Пусть 3 — произвольная счетная модель для Г. Преды- 
дущая конструкция показывает, что 7 |) DY w,-KaTeropu4- 
на. По 34.4 ona о-стабильна. Тогда T также ®-стабильна 
и по 31.6 и 32.4 имеет простую модель. [Г] 


Из 38.7 следует, что ®\-категоричность теории являет- 
ся П!-свойством (и следовательно, абсолютным свойством). 
Из. результатов $ 37 следует, чтой ®1-категоричность 
является П1-свойством. 


ТЕОРЕМА 38.8 (Марш, Морли). Пусть T ®1-категорич- 
на, но не ®о-категорична и имеет минимальный порождаю- 
щий р. Тогда существует такая элементарная цепь 
{5Т, | < ®} счетных моделей теории T, что 

(i) Ч; == Uj, если <] < 9; 

В для любой счетной модели »% теории Т существует 

акое }, что $ =; 

iii) существует ие Gs Пр-Ч1т” J; = k + й для 
всех + < о; bere, sie 

(iv) все Ni, $ < w, однородны; 

(У) Wo насыщена и No = ULA; |1<®}; 

(vi) %,4, — минимальное простое собственное расши- 
рение Wee 


Доказательство. Пусть 3, — простая модель 
теории Г. Так как Т не о-категорична, то по 18.2 J, 
не насыщена. Следовательно, по 38.4 (ii) p-dim ЭГ, < о. 
Пусть k = p-dim Y%,. Зафиксируем i< ow, и пусть Y; 
определена так, что p-dim WY; = k + i. Пусть а Е SY; — 
единственный прообраз р ранга 1 и степени 1. Пусть b 
реализует д и 91; , проста над9Т, (5). Ясно, что p-dim %;+, 
не меньше Ё--{-- 1. Предположим, что р-@ УЗ; +, 
строго больше k-+ +1. Тогда существует X Cc A; и 
сЕА,.(— A; (6), для которых XU {b, с} — алгебраи- 
чески независимое множество элементов, реализующих р. 
Крометого, 1-тип гЕ У, (5), который реализуется 
‘элементом!с, является изолированным в силу 32.6. Пусть 
У < 53 /— открыто-замкнутое] множество, элементами 
которого являются 1-типы "ранга ОТи70. Множество У 
бесконечно, такТкак”впротивном"случае 9 “был "быжизоли- 
рованным типом, который реализуется’ в %[; и“ имеет 
ранг 0. Пусть У. — прообраз У в SO; (5). Рассмотрим 
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У, — {г}. Это множество замкнуто, так как г—изолирован- 
ный тип, бесконечно, так как У бесконечно, и содержит 
лишь точки ранга 0. Таким образом, У, — {г} — замкну- 
тое бесконечное множество без предельных точек, следо- 
вательно, dim 51; = ЕР Е-У. 

Пусть MW = U{A; |1 < ®}. Тогда p-dim A) = o, 
следовательно, MW, насыщена в силу 38.4 (ii). 

Для того чтобы показать, что YA однородна, предполо- 
жим, что она является моделью для Г конечной р-раз- 
мерности. Пусть f: Х — У — взаимно однозначное отобра- 
жение, для которого 


(9, 2) == (9, {= ), 7х. 


Обозначим T |) DX через Т.. Пусть 4 € SX — единствен- 
ный прообраз р ранга 1 и степени 1. Тогда gq — минималь- 
ный порождающий для T,. Пусть У есть 0д-базис для 
(0, t)xex, а Z' есть 9-базис! для (9, fx)xcx. Пусть 
card У < сага Z. Пусты g: У + Z —"взаимно* однозначное 
отображение. Система (5, r)xcx в силу 38.4 (i) и 32.3 
проста над У, следовательно, © можно продолжить до 


h: (MN, х) хех a (M8, 7х )eex. Таким образом, f можно про- 


должить до hk: 3-9. Пусть Ис # [А] есть р-базис 
для # [5]. Тогда W является также р-базисом для 9 
в силу 38.3, потому что № [9] и MW имеют одинаковую 
размерность и любой р-базис для h [$] можно расширить 
до р-базиса Y. Тогда по 38.4 (i) В [А] = А. (Заметим, что 
в предыдущем доказательстве строгое неравенство card X< 
< сага А не используется.) 

Предположим, что 9 < © < и wo>p-dim У» = 
= 4 - p-dim Y. Тогда p-dim © = p-dim % или p-dim © = 
= p-dim 9. Следовательно, из 38.4 (i) получаем © = 58 
или © = 91. O 

В следующем параграфе все утверждения 38.8, за 
исключением (iii), будут доказаны без предположения, 
что теория 7 имеет минимальный порождающий. 


УпрРАЖнЕнИЕ 38.9. Пусть 7, есть ®1-категоричная тео- 
рия с минимальным порождающим, MY — ненасыщенная 


модель 7 и f:~O > 91.1 Показать, что } является отобра- 
жением на. (Ср. с упражнением 39.14.) 
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УпрАЖнНЕНИЕ 38.10. Пусть ТЗ ®\-категорична. Пока- 
зать, что Y тогда и только тогда насыщена, когда YY содер- 
жит бесконечное неразличимое множество. 


$ 39. ТЕОРЕМА БАЛДУИНА—ЛАХЛАНА 


Пусть 7* — конечно порожденное расширение 7, оп- 
ределенное в $ 38 !). Теория 7* называется главным рас- 
ширением теории Т, если T* = TU 4, где 4 — главный 
п-тип. Следующая лемма необходима для развития теории 
размерности ®:-категоричных теорий, не имеющих мини- 
мальных порождающих. 


Лемма 39.1 (Балдуин, Лахлан). Ёсли T в®:-категорич- 
на, то некоторое главное конечно порожденное расширение 
Т имеет минимальный порождающий. 


Доказательство. Пусть 3[ — простая модель 
для ТГ и p€SY2 имеет наименьший ненулевой ранг 
и наименьшую степень при этом ранге. Если rank р = 1 
и deg р = 1, то проекция р в S® имеет ранг 1 и степень 1 
для некоторой конечно порожденной системы SD < Y. 
Тогда D = © (e,,..., @n) W (ey, ..., е. ) реализует глав- 
ный п-тип g € S,7 u Г |] 9 имеет минимальный порождаю- 
mui. 

Предположим, что rank р >1 или deg p >1, и пока- 
жем, что в этом случае Т не может быть ®.-категоричной. 
Тогда существует такая система % > ХФ, что р имеет два 
различных прообраза р, и р. ненулевого ранга BSS. Пусть 
Е (x) — такая формула сигнатуры теории 7 |) ОЗ, что 
F (x) Ери для любого 9 € SU из F (xr) Е 4 следует gq =р 
или rank 4 = 0. Формула F (x) существует, так как ни- 
какой тип g € SY не имеет меньшего положительного ран- 
ra, чем р. Пусть С (x) — такая формула сигнатуры тео- 
рии TU ОЖ, что G (xz) E py, и |G (x) Eps. В силу 32.11 
С (x) & F (x) реализуется бесконечным числом элементов 
в Ъ, так как в противном случае ранг р, был бы равен 
нулю. По той же причине © |G (x) & Е (x) реализуется 
в SS бесконечным числом элементов. Для упрощения 


1) Здесь, как ив $ 38, предполагается, что Г — подмодельно 
полная теория. В силу 37.3 это не ограничивает общности. — Прим. 
перев. 


Sis 
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обозначений предположим, что b — единственный эле- 
мент из В — А, содержащийся в формуле G(x), т. е. 
С (x) равна С (х, 6). Из 32.11 следует, что для каждого 
а Е А одна из формул 


С (1, а) & F(z), ТС (+, а) & F (+) 


должна иметь лишь конечное число реализаций в У, 
так как существует лишь один тип 9 6 SY ненулевого 
ранга, а именно р, для которого F (x) 6 а." ТР 

Если существует такое число п, чтоЯ’для каждого 
а Е А одна из формул 


С (т, a) & F(x), G(x, a) & F (2) 


реализуется не более чем п элементами в Y, то в силу 
того, что B > YW, формула G(x) & Е (x) пили формула 
“|G (x) & F (x) реализуется не более чем п элементами 
в 3. Противоречие. Значит, существует такая формула 
Н (x, у) (равная С (х, у) & Е (x) или “|G (х, у) & Е (2)), 
что для любого числа п существует такой элемент а Е A, 
для которого число реализаций Н (x, a) BY не меньше п, 
но конечно. Заметим, что существование Н (х, у) следует 
из возможности в SY «аппроксимировать» расщепление 
p-B°S%."9ra возможность следует из того, что 3 < B. 

Так же как в”доказательстве 22.1, можно записать 
аксиомы 0, которые описывают такие пары систем 
(D, ©), что 

Ш (1) SET, © < 5, CAD: 

(ii) К® = К», где формула К (x) равна H (x, с) ис — 
предметная константа, не входящая в (i); ` 
м") себя» ZB 5 

(iv) для каждого п формула H (x, с) им‹ет не менее 
п реализаций в ©. 

“Каждое конечное“‘подмножество аксиом О выполняется 

на”паре'! (% 49): 'возьмем”с”Е A; такое, что H(z, с) имеет 
а ‘большое конечное число”реализаций в %; 


тогда К = К\, так как $ > Ти К конечно. В силу 
22.5}теория Т не’является ‹:-категоричной. Противоре- 
que. Г] ee 

БудемЧговорить, что теория? Т/имеет неглавный мини- 
мальный порождающий"если`Т’имеет минимальный pean’ 
дающий р, не являющийся изолированной точкой в S,T. 
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Леммл 39.2. Если теория Т ®1-категорична, но не 

9-категорична, то некоторое ее главное конечно порожден- 

ное расширение имеет неглавный минимальный порождаю- 
щий. | 


Доказательство. По 39.1 существуют п Е о, 
главный тип g€S,7 и некоторый тип p€S,(7U 9, 
для которых rankp =1 и degp=1. Теория Та 
не ®-категорична, так как 4 реализуется в любой модели 


теории 7 !). Пусть (Mf, а1,..., @,) — простая модель для 
TU q. По 38.8 (Q, a, ..., а.) имеет конечную р-раз- 
мерность. Пусть {51,..., 2,} есть р-базис для (1, а1,... 
.... Qn) и ГЕо-+ьГ — изолированная точка, которая 
реализуется набором (a,, ..., Gn, Ly, ..., tr) BA). 
Пусть p* — единственный прообраз p B SS (ay, ..., а», 
21, +. +, а) ранга 1 и степени 1. Тогда р* —. минимальный 


порождающий для Г |] г. Тип р* не изолированв S, (Т |] rn), 
так как в противном случае он реализовывался бы в Y 
и множество {51, ..., Жь} не было бы р-базисом для 


Why Gigs: sacs Bye Te 


Пусть 7 есть ©1-категоричная, но не о-категоричная 
теория. Лемма 39.2 позволяет определить следующее поня- 
тие размерности, для моделей теории Г. Возьмем число п, 
главный тип 96 5,Г и_некоторый тип рЕ5, (ТИ а), 
такие, что р является неглавным минимальным порождаю- 
щим для Г |) 4. Пусть, — модель для Г. Так как 4 глав- 
ный, то! существуют $41, ..., @, Е А, для которых 
(3[, dy, ..., аа) является моделью теории 7 |] 9. Опре- 
делим 
р (mod (а, ..., а, »)-размерность модели 9% 


как р-размерность модели (YW, а, ..., а). Если 
р (mod (a,, ..., а, ))-размерность не изменяется, когда. 
(а, ... G@,) пробегает все реализации типа 4 в YI, то 
назовем ее р (mod 4)-размерностью модели YX и будем 
говорить, что р (mod 4)-размерность правильно определена. 
Если 3[ насыщена, то р (mod 4)-размерность Y правиль- 


1) В силу 18.2 и полноты теории 7 теория Т U 4 не w-kKaTero- 
рична для любого 46 5,Т.— Прим. перев. 

2) Случай, когда р-базис (YU, а1,..., a,) пуст, не вносит суще- 
ственных изменений в рассуждения автора.— Прим. перев. 
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но определена и равна сага 3[. С помощью теоремы Bota 
о двух кардиналах будет показано, что р (mod 9)-размер- 
ность правильно определена для любой модели YX тео- 
рии 7. Тогда можно будет провести доказательство 38.8 
без предположения, что 7 имеет минимальный порождаю- 
щий. 


Предложение 39.3. Нусть Т имеет неглавный мини- 
мальный порождающий: ри & € & (Т). Пусть gq Е 56 — 
единственный прообраз р ранга 1 и степени 1. Тогда q — 
неглавный минимальный порождающий dan TU 06. 


Доказательство. Пусть Ос 5,7 — открыто- 
замкнутая окрестность точки р, которая содержит лишь 
р и точки ранга 0. Так как р — неглавный тип, то U бес- 
конечна. Пусть Ус SC — прообраз U. По правилу 
ранга и степени 4 является единственным элементом в V 
ненулевого ранга. Если 4 был бы изолированным, то 
У — {9} было бы бесконечным замкнутым множеством 
без предельных точек. [1] 


Следующие три предложения используются при дока- 
зательстве теоремы 39.8. 


ПредложЕниЕ} 39.4. Пусть Т — теория с неглавным 
минимальным порождающим, р. Если 6 реализует р или 
является алгебраическим (т. е. реализует тип р Е5.Г 
ранга 0) и с реализует главный 1-тип теории T, то с 
реализует атом, над 6. 


Доказательство. Сначала предположим, что 6 
алгебраический. Тогда 6 реализует атом над с, по 32.5 
(b,c) реализует главный 2-тип теории 7 и, следователь- 
но, с реализует атом над 6. 

Пусть теперь 6 реализует р. Тогда 6 не может реализо- 
вывать атом над с, так как в противном случае пара (6, с) 
реализовывала бы главный 2-тип теории Т ир был бы 
главным. По правилам ранга и степени 6 реализует 1-тип 
4 над с ранга 1 и степени 1. Пусть AH (с, x) — такая фор- 
мула, что из Я (с, x) ЕдиН (Сс, x) Ег следует г = g или 
rank г = 0. Пусть F (x) порождает главный 1-тип теории 
Г, реализуемый элементом с. Тип из 5.Г, который реали- 
зует пара (с, 6), полностью описывается следующими 
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условиями: F (©), Н (с, 6) ub — не алгебраический элемент 
над с. Отсюда следует, что 1-тип $, реализуемый элементом 
с над 6, определяется условиями: F (x), Н (z, 6) u b— 
не алгебраический элемент над х. Чтобы показать, что $ 
порождается формулой F (x) & Н (x, 6), достаточно за- 
метить, что не существует, с*, для которого истинно 
Е (с*) и 6 — алгебраический: элемент над с*. Если бы 
такой элемент с* существовал, то пара (b, с* ) реализовала 
бы главный 2-тип Г u p был бы главным. (J 


ПридложениЕ 39.5. Пусть Т — теория с неглавным 
минимальным порождающим р. Если каждый элемент 
из {b,,..., bm} реализует, р или является алгебраическим, 
а (Cy, ..., сп) реализует главный n-mun теории Т, то 
(с, ..., Cn) реализует атом над {61, ..., bm}. 


Доказательство. Индукция по п. В случае 
п = 1 проводим индукцию по т. Пусть с реализует глав- 
ный 1-тип теории Т. По предположению индукции с 
реализует атом над {61,...,бъ-1}. Пустьрь ESO (6:,... 
.. +, бъ-1) — единственный прообраз р ранга 1 и степе- 
ни 1. По 39.3 рихявляется минимальным порождающим 
для TU О © (6.,..., в6ъ-1). Элемент бт является алгеб- 
раическим над {b,, ..., бж-1} или реализует рт. Следо- 
вательно, в силу 39.4 с реализует атом над b,,..., Om. 

Пусть п >1. Рассмотрим единственный прообраз р» Е 
€S (cp) типа р, имеющий ранг 1 и степень 1. По 39.3 
Pn является. минимальным порождающим для 7 |] DO (cp). 
Каждый элемент из {b,,..., бт} или является алгебраи- 
ческим над с», или реализует ри. В силу 32.7 (с1,..., Cn-y2 
реализует главный (п — 1)-тип теории Г] Оо (с). По 
предположению индукции (с1,..., с, -1) реализует атом 
`над {сп, 6,..., Om} и с, реализует атом над {b,,..., bm}. 
Следовательно, в силу 32.5 (cy, ..., сп) реализует атом 
НАД (бр o¢- Baw he a tol 


ПрЕдложЕНИЕ 39.6. Пусть Г — теория с неглавным 
минимальным , порождающим р.,Пусть каждый элемент 
из, В реализует р или является алгебраическим. Если 
BoC = {с1, ..., Cm} и каждый элемент «ЕС-— В 
реализует атом над {; |] <i}, то С — В реализует 
атом над ВБ. 
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Доказательство проводится индукцией по 
сага (С — В). Пусть сь — элемент из С — В, такой, что 
с, ЕВ для всех j >k. По условию с» реализует атом над 
{Co, - ++, Cry}. Пусть pp ESD (Co, .. +, Сь-1) — един- 
ственный прообраз р ранга 1 и степени 1. По 39.3 рь 
является неглавным минимальным порождающим для 
ГООС© (eo, ..., сь-1). Каждый элемент из {с; | <} < 
< т} реализует р» или является алгебраическим над 
{Co, ...) Сь-а}. Из 39.5 следует, что сь реализует атом 
над С — {c,}. По предположению индукции (С — В) — 
— {c,} реализует атом над В. Тогда из 32.5 следует, что 
С — В реализует атом над В. п 


Пусть F (x) — формула сигнатуры теории Г. Пара 
алгебраических систем (%, YW) называется парой Boma 
dan (Т, F(z), ели %> Я, ЧЕТ, AKB, FY 
бесконечно и FY = [®. В силу 22.5 (Т, F (x)) не может 
иметь пары Bora, если Г ®/-категорична. Легко придумать 
такое множество предложений А, что множество 7 |) К 
совместно тогда и только тогда, когда (Т, F (x)) имеет 
пару Вота. Однако требуются более тонкие рассуждения, 
чтобы найти такое множество предложений К, которое 
объясняло бы (наподобие теоремы Эрбрана) с точки зре- 
ния теории доказательств, как получается, что (7, F (z)) 
имеет пару Вота. Множество К используется для доказа- 
тельства интересного явления компактности, выраженного 
в 39.8. 

Пусть С, Су, 61, Со, ... — последовательность различ- 
ных предметных констант, ни одна из которых не при- 
надлежит сигнатуре теории Т. Построение K основано 
на доказательстве Генкина теоремы 7.1. Пусть {G; (x)} — 
перечисление всех формул (сигнатуры теории Г и кон- 
стантных символов с, Су, с1,...), не содержащих свобод- 
ных переменных, отличных от х. Пусть h: wo —> ® — строго 
возрастающая функция, для которой k< hi, если j Gi 
и с, входит в G;(z). Константами Генкина будут 
{Cri |i < w}. Аксиомой Генкина, соответствующей кон- 
станте С,;, является 


(Ex) G; (x) > G; (€ni). 
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Пусть А, БиС — непересекающиеся множества констант 
Генкина, которые удовлетворяют сформулированным ни- 
же условиям (а), (Ъ) и (с). Множество А |) BU С будет 
носителем некоторой модели %, теории Т, AU B— 
носителем некоторой системы B, < %,, а А будет мно- 
жеством Ро, 


(а) Gp; € A, если G; (x) имеет вид 
Е (2) & ЦЕз) (ЕЁ (x) & H (x)) > H (z)I, 


где предметные константы формулы Н (x) принадлежат 
PU tex AY BC. 


b) с,:; ЕВ, если С; (x) имеет вид 
“| F (2) & (Ex) (IF (x) & Н (2)) > Н (2)], 


где предметные константы, входящие в Н (x), принадлежат 
TH AALS: 

(c) Cn; ЕС, если G; (x) имеет TOT же вид, что и в (b), 
предметные константы, входящие в H (x), принадлежат 
[TU {<} 0 AU BU С и некоторая предметная константа 
из {<} 0 С входит в H(z). 

Пусть А — множество аксиом Генкина, соответствую- 
щих элементам множества, ав. Тогда в качестве Хх 
возьмем множество 


AU {7 Е (©)} Ц {е=Е en: | Cn: ЕВ}. 


Леммл 39.7. Пусть Т — теория, для которой F™ 
бесконечно, если AM ET. Тогда (Т, Е (x)) имеет пару 
Boma тогда и только тогда, когда множество Т |) К сов- 
местно. | 


Доказательство. Предположим, что (B,, №.) — 
пара Bota для (Т, F (1)). Индукцией по п припишем кон- 
стантам из {<} (| AU ВОС значения из 3.. Пусть 
значением с является любой элемент с ЕВ, — By. Зафик- 
сируем ¢,;€ AU BUC и предположим, что константам 
С, ЗЬ из А AU BU С значения уже приписаны. В част- 
ности, уже приписаны значения константам из G; (zx). 
Возьмем в качестве Cp; элемент, удовлетворяющий BY, 
аксиоме Генкина, соответствующей с,;;, кроме того, Cp; 
должен принадлежать By, если с,; ЕА |) В. Это можно 


11—01005 
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сделать, так как 21 = Fon B, < %1. Тогда (1, с, Chirico 
является моделью для Г |) К. 

Предположим теперь, что 7' |) А совместно. Пусть 
(5), с, Caitico — модель для TU К. Определим B, = 
= {Car | сы АЦ BH a By = {сы | Cn EAU BU C}. Or- 
ношения и функции на %, (i = 0, 1) определим как 
ограничения отношений и функций. системы °% на Bj. 
Если все предметные константы, входящие в С; (x), имеют 
значения в №Ж,, а аксиома Генкина для G; (x) истинна 
в ®, то она истинна в %,. Тогда из доказательства 11.2, 
использующего сколемовскую оболочку, получим №, < ®. 

Аналогично получаем 3», < %,. Каждый элемент из 
F*1 является значением некоторой константы из A, сле- 
довательно, F®o == Е. Так как с является значением 
некоторой константы из С, Toc Е By. Элемент с не является 
значением никакой константы из A |) В, потому что в D 
истинны ma (с) ис Cp; для всех Cp; ЕВ. Следовательно, 
В: AB. O 


anes Т удовлетворяет условию теоремы 39.8. Пусть 
%) — модель для Г, Х. есть р-базис для D ис ЕД. Тогда 
по 38.4(i)c реализует атом над Х. Значит, с реализует 
атом над некоторым конечным множеством У < X. Опре- 
делим ранг с в ® как наименьшее значение сага У, когда 
Х пробегает все базисы для D. (Если Г — теория алгебраи- 
чески замкнутых полей характеристики 0, то ранг с 
B® не превосходит 1, так как с является либо алгебраиче- 
ским элементом, либо входит в некоторый базис транс- 
цендентности, для D.) Теорема 39.8 показывает, что ранг с 
BD, когда.) пробегает все модели теории Г, а с пробегает 
все элементыфиз D, ограничен некоторым конечным п. 
Существование такого п является одним из наиболее пора- 
зительных явлений компактности в теории моделей. 


ТеорЕмА} 39.84 (Балдуин, Лахлан).3 Пусть теория T 
61-категорична и имеет неглавный минимальный порож- 
дающий р. Гогда существует число п со следующим, .свой- 
ством: для любой модели SD теории Т и любого c Е р 
существует такой р-базис Х модели %, что с реализует 
атом над некоторым подиножеством из Х мощности, 
не Ре п. 
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Доказательство. Пусть Е (x) € p — такая фор- 
мула, что из F (x) € gq € 511 следует 4 = р или rank 4 = 0. 
В силу 22.5 и 39.7 ТЦ К несовместно. Возьмем такое пи, 
что множество А» несовместно и содержит следующие 
формулы: 

(i) 7; 

(ii) аксиомы Генкина, соответствующие C,; для i < п; 

(iii) 2 (0); 

(iv) cA сы; для < п ись EB. 

Для того чтобы построить множество X, припишем 
константам {c}U {сь; |< п} значения в $. 

(1) Значением с является с. 

(2) Зафиксируем {< пи предположим, что значения 
Cry уже определены для всех ] < i. Таким образом, каж- 
дой константе из G; (x) уже приписано значение. Возьмем 
в качестве с,; элемент, удовлетворяющий в D аксиоме 
Генкина, соответствующей с,;. Пусть Г; = {сь; |] <#& 
& с, СА |] В}. Если с: Е В, то пусть, кроме того, cp; 
реализует атом над J;. Такой элемент C,; существует по 
32.1 (i) и 32.2, потому что каждый C,;, входящий в G; (2), 
входит также в Г[;, если Cp; ЕВ. 


Пусть У = {сы |Сы СА &#<п} и # = {сы | вы Е 
ЕВ &:< п}. Ясно, что каждый элемент из У удовлетво- 
ряет F (x) и поэтому реализует р или является алгебраи- 
ческим. Из 39.6 и условий, наложенных Ha с,;, когда 
с,; 6 В, следует, что Z реализует атом над У. Пусть Ху — 
максимальное множество алгебраически независимых реа- 
лизаций типа р в У. Тогда по 38.2 (ii) и 32.5 7 реализует 
атом над X,. Так как K, несовместно, то СЕЙ или с 
удовлетворяет F (5) в ». В любом случае с реализует 
атом над алгебраически независимым множеством реали- 
заций типа р мощности, не превосходящей п. [| 


Следствие 39.9. Пусть Т есть ®1-категоричная теория, 
имеющая неглавный минимальный порождающий р. Тогда 
существует число п со следующим свойством: для любой 
модели % теории Т и любого кортежа (d,, ..., ds) € D® 
существует такой р-базис Х для D, что (а, ..., а.) 
реализует атом над некоторым подмножеством из Х 
мощности, не превосходящей Nes. 


41° 
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Доказательство проводится индукцией по 5. 
Рассмотрим множество формул К», как в доказательстве 
39.8. Предположим, что $ >1. Тогда по предположению 
индукции существует такое множество У алгебраически 


независимых реализаций типа р, что (41, ..., 4з-1) реа- 
лизует атом над У и сага У < п ($ — 1). Пусть Т* = 
= TU q,rmeq € S,-,7 — тип, реализуемый (d,,.. ., 4; -1) 


в ®. Пусть p* €S,(7U а) — единственный прообраз 
р ранга 1 и степени 1. Тогда в силу 39.3 р* — неглавный 
минимальный порождающий для Г*. Пусть F (x) — фор- 
мула, указанная в начале доказательства 39.8. Тогда 
Р (1) Ер* и из F(x) СгЕ5.Т* следует r= р* или 
rank г = 0. Ясно, что множество 7* |) К» несовместно. 

Далее нужно повторить доказательство 39.8 со сле- 
дующими изменениями: в качестве значения с берется d,; 
если с,; Е В, то cp; должен реализовывать атом над 
Г: 0 {4, ..., 4.-—}. Тогда 4, реализует атом над 
XU {d,, ..., 4,-.}, где Х — множество алгебраически 
независимых реализаций р* и card Х <n. В силу 39.5 а, 
реализует атом над У |) Х | {а4,,..., а; }и (dy,.. ., 4-1) 
реализует атом над У |) Х. Таким образом, (4, ..., ds) 
реализует атом над У |] Х. O 


Следствие 39.10. Пусть Т есть ®1-категоричная meo- 
рия, 4 — главный m-mun Т и р — неглавный минимальный 
порождающий теории Т |) 4. Гогда каждая модель для Т 
имеет правильно определенную р (mod 4)-размерность. 


Доказательство. Пусть 3 — модель теории Г 
и (а), (6) — такие реализации 4 в З[, что 


р = dim (91, (a)) < p-dim (9, (b))»). 


Обе из предыдущих размерностей конечны, так как в про- 
тивном случае система %[ была бы насыщенной по 38.8 
и, следовательно, имела бы правильно определенную 
р (mod 9)-размерность, равную card Y. 

Пусть меньшая из указанных двух размерностей равна 
i, а большая 7. Tak как р—неглавный тип, то простая 
модель теории Т ] 9 имеет р-размерность 0. Система 
(9, (b)) является моделью для Г |] 4 р-размерности j. 


1) Для простоты обозначений вместо кортежа (а1,..., Ap) 
автор пишет (а).— Прим. перев. 
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Из 38.8 следует, что существует система YJ, такая, что 
(Го, (0)) < (3, {6 )) и р-размерность (Y%,, (b)) равна i. 
Так как (Y%,, (b)) и (YM, (а)) — модели для Т |] додина- 
ковой р-размерности, то (Ao, (b)) ^ (A, (а)). Так как 
р (mod (6 ))-размерность 5 меньше, чем р (mod (6 ))-раз- 
мерность Y%, то YW, = A. 

Таким образом, %, < ХЗ, A, =A и A, == 9. Про- 
стая индукция показывает, что для каждого # существует 
реализация (с) типа 4 BY, для которой р (mod (c ))-раз- 
мерность 3 не меньше $. В самом деле, зафиксируем &, 
и пусть справедливо предыдущее утверждение. Так как 
MW, AU, то существует реализация (c,) типа 9 в Ap, 
для которой р (mod (с, ))-размерность УЗ, не меньше 
$. Из Ч, <Я и 9%, -~ A получаем, что р (mod (с, ))- 
размерность YX не меньше ¢ + 1. 

Пусть (с) — такая реализация 4 в YW, что р-размер- 
ность (3, (c)) не меньше 1 п (i + т), где п — число, 
существование которого доказано в 39.9 для теории T |] gq. 
Пусть У есть р-базис для (YW, (а)). В силу 39.9 существует 
такой р-базис Х для (YW, (c)), что Y U (а) реализует 
атом (в (3, (с))) над некоторым подмножеством Ху < X 
мощности, не превосходящей п (i + т). Система 3 являет- 
ся атомной над У |) (а) в силу 38.4 (i), следовательно, YF 
атомна над Х,|) (с). Тогда р-размерность (5, ()) 
не превосходит n (i + т). O | 


Следствие 39.11% (Балдуин, Лахлан). Если Т ®1-кате- 
горична, но не ®-категорична, то число счетных моделей 
для Т равно ©. 


Доказательство. По 39.2 существуют число 
т, главный тип g € S,,7 и неглавный тип р € S,(T |] 9), 
такие, что р является минимальным порождающим для 
TU 9. Так как Т не о-категорична, то 7 |) 4 тоже не ®-_ 
категорична. Из 38.8 получаем, что число счетных моде- 
лей теории 7 |] 9 равно © и любые две ее неизоморфные 
модели имеют различные размерности. В силу 39.10 
любые две неизоморфные модели теории Г |) 4 являются 
неизоморфными моделями для 7.0 


Следствие 39.10 позволяет приписать определенную 
размерность каждой модели @®:-категоричной теории T. 


Le ee ee ee eee ал. 
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Допустим, что WE Г. Если YW насыщена, то ee раз- 
мерность равна card YJ. Пусть 7 имеет ненасыщенную 
модель. Тогда Т не о-категорична. Выберем число т, 
главный тип g€S,7 и неглавный tun p€S,(T |] а), 
такие, что р является минимальным порождающим для 
TU а. Пусть 2 — ненасыщенная модель для Г. Тогда 
в силу 39.10 она имеет правильно определенную конечную 
р (mod 4)-размерность. Значение р (mod 4)-размерности 
модели [ не зависит от выбора (т, а, р). Любой выбор 
этой тройки порождает некоторую ®-башню счетных 
моделей, как описано в 38.8. Каждая такая башня начи- 
нается с простой модели Т; индукцией по i показывается, 
что все такие башни имеют одни и те же модели на i-M 
уровне. Индукция основывается на том факте, что (i + 1)-я 
модель в каждой башне является минимальным собствен- 
ным модельным распирением 1-й модели этой башни. Таким 
образом, можно определить dim 3 как р (mod а)-размер- 
ность Y для любого выбора (т, 4, р}. 


Следствие 39.12 (Балдуин, Лахлан). Если теория T 
©1-категорична, то каждая ее модель однородна. 


Доказательство. Пусть % — модель для T 
uf: X > У — такое отображение на, что 


(Qf, XL nex = (Qs fx хехе. 


Предположим, что 93 — ненасыщенная модель. По 39.2 
существует число т, главный тип 9 €S,, (5 |] ОХ) и не- 
главный тип р € S,(7U DX | 9), такие, что р является 
минимальным порождающим теории Т |) ОХ |) а. Про- 
должим f так, чтобы (а) реализовало gq в (YW, х)ех и 
(fa) реализовало 4 в (1, fx)xex. Пусть У есть р-базис 
для (91, x, (а) ) хех, а Й есть р-базис для (51, fr, (fa) )хех. Пред- 
положим, что card У < card Z. Пусть g — взаимно одно- 
значное отображение У BZ. В силу 38.4 (i) и 32.3 система 
(3, х, (а)).ех является простой над У, следовательно, 
g можно продолжить до 


h: (З; x, cpp eee С, fr, (fa) nex. 


Ясно, что h продолжает f a h: W = i 
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По 39.2 существует число т*, главный тип g* Е Smal 
и неглавный тип р* Е 5, (Т |) g*), такие, что р* является 
минимальным порождающим для Г|) g*. Пусть (b) pea- 
лизует g* в [и Ус # [4] есть р*-базис pana th [9], (#6 )). 
Так как 9] не насыщена, то W конечно. По 39.101 [A] и YW 
имеют одну и ту же конечную p* (mod 9*)-размерность, 
следовательно, W является также’ р*-базисом для 
(9Г, (#Ь)). Тогда в силу 38.4 (i) R [А] = А.П 


Лахлан [1] усилил 39.11, доказав, что если теория TF 
тотально трансцендентна и не о-категорична, то она имеет 
бесконечно много счетных моделей. Из этого утверждения 
следствие 39.12 не выводится 4). 


УпрРАЖНЕНИЕ 39.13. Пусть Г есть ®1-категоричная, но 
не ©-категоричная теория. Зафиксируем п >0. Пока- 
зать, что Г имеет ненасыщенную модель, которая реализу- 
ет каждый п-тип 7’. 


УпРАЖнНЕНИЕ 39.14. Пусть TY в-категорична, Y не 
Е 
насыщена и f: 2 — YW. Показать, что } — изоморфизм. 


УпрРАЖНЕНИЕ 39.15. Пусть TD в1-категорична, c € D 
и % проста над {с}. Пусть с реализует 1-тип 9 € S,T. 
Показать, что rank g > dim ©. 


$ 40. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ПОЛЯ 
ХАРАНТЕРИСТИНИ 0 


Сигнатура дифференциальных полей состоит из сигна- . 
туры полей и дополнительного символа 1-местной опера- 
ции D. Теория дифференциальных полей характеристики 0 
(DF,) содержит аксиомы полей характеристики 0 и две 
дополнительные аксиомы, относящиеся к проИзвОДВОЕ. р: 


Ваз) == ae + y Dz. 


Теория DF, является универсальной, следовательно, мож- 
но попытаться доказать ее модельную полноту, используя 


1) Следствие 39.12 не верно для тотально трансцендентных 
теорий.— Прим. перев. 
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критерий Блюм (17.2), примененный в $ 17 для теории 
упорядоченных полей. Понятие дифференциального поля 
идет от Ритта [1], но теория дифференциально замкнутых 
полей (DCF,) является недавней находкой Робинсона 
[4]. Робинсон доказал (довольно сложно), что DF, имеет 
модельное пополнение, и тогда определил DCF, как 
единственное (по 12.1) модельное пополнение DF,. Впо- 
следствии Блюм [1] нашла простые аксиомы для DCF,, 
простые в том смысле, что в них упоминаются лишь диф- 
ференциальные многочлены от не более чем одного пере- 
менного. 

Пусть 2 — дифференциальное поле характеристики 0. 
Обозначим через Ох }-ю производную 2: D°x = x, Ох = 
= р (D’x). Дифференциальным многочленом над A от 
переменных x; (1 <i < т) называется многочлен над YI 
от переменных D’x; (1 <i<m, j < п,)). Пусть f(z) — 
дифференциальный многочлен над Y от одного перемен- 
ного. Будем рассматривать только многочлен f (x) сле- 
дующего вида: 


(D"x)* + g, (x) (D"z)** +... + ga (2), 


где g; (x) (1 <i< а) — рациональные функции над Y 
от переменных D’r (j < п). Число п называется порядком 
7 (1) и обозначается через ord f (x), d называется степенью 
f (1), при этом п = 0иа > 0. Пусть $ — дифференциаль- 
ное поле, являющееся расширением Y%. Пусть БЕВ — А. 
Элемент 6 называется дифференциально алгебраическим 
над 3, если 6 — корень некоторого дифференциального 
многочлена f (x) над 2; в противном случае 6 называется 
дифференциально трансцендентным над YW. Элемент 6 
называется общим решением } (x) над MW, если b является 
корнем f(x) и не является корнем никакого дифферен- 
циального многочлена над Y меньшей степени. Следующее 
предложение содержит всю необходимую алгебраическую 
информацию, нужную для применения критерия` Блюм 
Од) к DF, 


ПредложЕениЕ 40.1 (Зейденберг [1]). Пусть YA — диф- 
ференциальное поле характеристики 0. 

(i) Пусть 6 — дифференциально алгебраический над A 
элемент. Тогда существует такой полином f (x), что b 
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является общим решением f (x) над Ч и все общие решения 
7 (x) над A изоморфны над YA. 

(ii) Если f (x) — дифференциальный . многочлен над Y, 
то в некотором дифференциальном поле, являющемся рас- 
ширением ФЗ, существует общее решение b многочлена 
f(x) над У. 

(iii) Дифференциальное поле YX имеет простое диф- 
ференциально трансцендентное расширение. Все такие 
расширения изоморфны над УТ. 


Доказательство. (1) Пусть п является макси- 
мальным ], для которого 6, Db, ..., 0)’ алгебраически 
независимы над YY. Пусть 53* — поле (не дифференци- 
альное), которое получается добавлением к Y элементов 


b, Db, ..., D"1b. Тогда D"b — алгебраический элемент 
над 3[* и требуемым многочленом f (x) будет 
рт)" + g, (a, ..., ЭР (D"z)* +. 4 
< + 8а (zt - w 2% 071), 

для которого } (5) = 0 и многочлен 
Я DDS a Wall, ny 
неприводим над YA*. 

(ii) Пусть ord ] (x) = nu b, by, ..., и -, алгебраиче- 


ски независимы над Y. Определим р = b maO<mj< 
< п. Возьмем такое b,, что 


(b,)° и 81 (by, Sweep bn -1) nye ид а 
ъ -|- ба (6, ...у В) == 0. 
Определим 0”б = 6,. O 


Аксиомы Блюм для теории дифференциально замкнутых 
полей (DCF,) состоят из аксиом DF, и еще двух схем: 

(1) если ord f (x) > ота g (zx), то система (f (x) = 0, 
g (1) 0) имеет решение, 

(2) если ord } (x) = 0, то f (x) имеет решение. 

Ясно, что DCF, является универсально-экзистенци- 
альной теорией. Пусть 3 — модель DCF), т. е. диффе- 
ренциально замкнутое поле характеристики 0. По (2) A 
алгебраически замкнуто. В силу 40.1 (ii) f (x) имеет общее 
решение в некотором простом расширении YY. Однако 
по (1) f (x) имеет «как угодно близкие» конечные аппрокси- 
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мации общего решения BY. Если 6 — общее решение } (х), 
то 6 удовлетворяет системе {f (zr) = O}U {g (xz) = 0 | 
ord g (xz) < ота } (2)}. По (1) любая система вида 
{7 (2) = 0} U {gi (2) #0 |1 < п & ord в; (1) < ord f (z)} 


имеет решения в Y 


ТЕОРЕМА 40.2 (Робинсон). Геория DCF, является мо- 
дельным пополнением ПЕ.. 


Доказательство (по Блюм). Из 40.1 (ii) 
следует, что каждое дифференциальное поле характери- 
стики 0 имеет дифференциально замкнутое расширение. 
В силу 17.2 достаточно показать, что каждая диаграмма 
следующего вида: 


д ь YI Е DF, 
x %* = DCF,, 
\ 3[* (сага Г) *-насыщена 


pl 


может быть дополнена указанным способом. Предположим, 
что 6 дифференциально трансцендентен над Yu {g; (x) |i € 
Е J} — произвольная конечная система дифференциальных 
многочленов над A. Так как * Е ОСЕ,, то существует 
такой элемент с Е A*, что в; (с) = 0 для всех i Е Г. Тогда 
из! (card 9Г)*-насыщенности 3* следует, что существует 
дифференциально трансцендентный над Y элемент с* Е A*, 
Так как по 40.1 (iii) поле 91 (5) изоморфно над YY полю 
WM (с*), то можно положить hb = с*. 

Допустим, что 65 — дифференциально алгебраический над 
M9 элемент. Пусть } (x) — дифференциальный многочлен 
из 40.1 (i). Таким образом, 6 — общее решение } (x) над 51 
и все общие решения f (x) над YZ изоморфны над YW. Так 
как Y%* | DCF,, то} существуют «как угодно близкие» 
конечные аппроксимации общего ‚решения f(x) в A*. 
Тогда в силу (card 9[)*-насыщенности З* существует 
общее решение f (x) в YA. O 
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Следствив 40.3 (Робинсон). Теория DCF, допускает 
элиминацию кванторов. 


Доказательство. По 13.2. O 


Следствик 40.4 (Зейденберг). Пусть A — дифферен- 
циально замкнутое поле тарактеристики 0 и S — конечная 
система дифференциальных полиномиальных равенств и 
неравенств от нескольких переменных над A. Если S 
имеет решение в некотором дифференциальном поле, 
являющемся расширением 3, то 5 имеет решение в Y. 


Доказательство. Пусть 5 имеет решение 
в 5 2%. В силу 40.1 (ii) можно считать, что № диффе- 
ренциально замкнуто. Тогда по 40.2 % з Я. O 


Из следствия 40.3 следует существование алгоритма 
для определения того, имеет ли некоторая конечная систе- 
ма S дифференциальных полиномиальных равенств и не- 
равенств от нескольких переменных над дифференциально 
замкнутым полем 3[ решение в У. (Такой алгоритм впер- 
вые был получен Зейденбергом при помощи теории 
исключений.) Пусть а1,..., а, — элементы из YW, входя- 
щие вю. Утверждение о TOM, что 5 имеет решение, можно 
выразить при помощи экзистенциального предложения 
Е (a, ..., @,) сигнатуры Т |) РЯ. По 40.3 предложение 
Е (а1,..., а) эквивалентно некоторой бескванторной 
формуле С (а1,..., ап). Таким образом, 5 имеет решение 
BY тогда и только тогда, когда 


A te ge a. cE 


Пусть © (a,, ..., @,) — наименьшее дифференциальное 
поле характеристики 0, содержащее а, ..., а». Для того 
чтобы узнать, истинно ли С (ay, ..-., а) в WA, достаточно 
вычислить значения конечного числа дифференциальных 
многочленов над © (а, ..., An) и определить, какие из 
этих значений равны нулю, а какие — нет. 

Теорема 40.2 дает эффективный метод преобразования 
формулы F (a,, ..., ап) в эквивалентную ей бесквантор- 
ную формулу С (а1, ..., а»). Пусть ON — поле рациональ- 
ных чисел с тривиальной производной, т. е. Da = 0 для 
всех а СО. Тогда XQ < YW для любого дифференциального 
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поля YY характеристики 0. По 40.2 DCF, U DO — полная 
теория. Тогда по 40.3 существует такая бескванторная 
формула С (5х1, ..., Lp), что 


DCF, U DX ра F т ГК. 2) ее G (x4, . & чо cy 


Так как теория DCF, U DX рекурсивно аксиоматизируе- 
ма, то С (x1, .. ., Zp) можно найти, рекурсивно перечисляя 
все доказательства. 


YuPAKHEHHE 40.4 (Капланский). Пусть A, № и © — 
дифференциальные поля характеристики 0. Показать, 
что существует такое дифференциальное поле YD, что 
следующая диаграмма может быть дополнена указанным 
способом: | 


УпрАЖНЕНИЕ 40.5 (Вуд). Сигнатура теории дифферен- 
циальных полей характеристики р (DF,) состоит из сигна- 
туры DF, и дополнительного символа. 1-местной операции 


4 ‘ 
т Ее аксиомами будут: аксиомы полей характеристики р; 


две аксиомы для производной D, входящие в ПЕ,, и 
1 
Dz = 0-+ (212)? = т, 
1 
Ох == 0-> 42 =0. 
| 1 
(Предостережение: 4? не обозначает обычный корень 


степени р из элемента XL, последняя аксиома означает, что 
1 


функция 2Р тождественна на элементах с ненулевой 
производной, без этой аксиомы теория DF, не имела бы 
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модельного пополнения.) Показать, что DF, имеет 
модельное пополнение (известное как теория дифференци- 
ально замкнутых полей характеристики р (DCF,)). (Ср. 
41.2 и 41.8.) 

Не известно, имеет ли каждое дифференциальное поле 
характеристики р (определенное выше) простое диффе- 
ренциальное замкнутое расширение? !) 


$ 41. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ЗАМЫКАНИЕ 


Технику Морли рангов и степеней можно непосред- 
ственно применить к теории дифференциально замкнутых 
полей характеристики 0 (DCF,), потому что по 40.2 послед- 
няя полна и модельно полна. 


ПредложениЕ 41.1 (Блюм). Пусть WA Е: DF, } (x) — 
дифференциальный многочлен над УЗ порядка пи b— 
общее решение } (x) над A. Пусть gy Е SA есть 1-тип, 
реализуемый элементом 6. Гогда 

(1) ранг Кантора — Бендиксона 4ь не превышает, п; 

(ii) если в Ч есть решение D'x = j для всех фи] 20 
и если f (x) равен D"x, mo ранг Кантора — Бендиксона 
типа 4ь равен п. 


Доказательство. Оба утверждения доказы- 
ваются индукцией по п. 

(i) По 40.1 (i) существует такой многочлен h (x) поряд- 
ка п, что 6 является общим решением h (x) над YA и все 
общие решения h(x) изоморфны над УХ. Пусть р Е SY, 
р == 4ь и равенство A(z) = 0 принадлежит р. Тогда 
каждая реализация р является общим решением некото- 
рого дифференциального многочлена порядка, меньшего п. 
По предположению индукции ранг Кантора — Бендиксо- 
на типа р меньше п. Следовательно, ранг Кантора — 
Бендиксона типа g, не превосходит п, потому что формула 
h (x) = 0 определяет открытое подмножество в SY, отлич- 
ные от 4ь элементы которого имеют ранг, меньший п. 


1) Шелах и Вуд независимо положительно ответили на этот 
вопрос (VAMS, 20, № 4 (1973), 444—445). —Прим. перев. 


ee Gtr АВА 
. * + a У: 
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(ii) Из доказательства 40.1 получаем, что gy полностью 
определяется условиями: D"x = 0; х, Ох, ..., О" 
алгебраически независимы над 5. Для каждого т >0 
пусть ги — 1-тип, который полностью описывается усло- 
виями: 0)” = то, Dey 0“: апгобраически 
независимы над 9%. Возьмем а„ Е A, для которого 
Dam = т. Тогда rm полностью определяется условия- 
и ee = 0) me ео». Ре а.), -... 
0-0) алгебраически независимы над YI. 
По 28.3 гт имеет тот же самый ранг Кантора — Бендиксо- 
на, что и 1-тип, реализуемый общим решением О"7*х. 
Тогда по предположению индукции ранг Кантора — 
Бендиксона г„ равен и — 1. Следовательно, ранг Канто- 
ра — Бендиксона gp равен п, потому что формула D"x = 0 
определяет открытое подмножество SY, которое содер- 
жит лишь 4ь и элементы ранга, меньшего чем п, причем 
бесконечное число элементов этого подмножества имеют 
ранг п —1. Ц 


} 


Очень правдоподобно, хотя еще не доказано, что не- 


равенство из 41.1 (i) превращается в равенство, если 
Е DCF,. 


Леммд 41.2 (Блюм). Теория DCF, тотально транс- 
цендентна. Ее ранг Морли равен w + 1. 


Доказательство. Из 40.1 получаем, что DCF, 
‹-стабильна. По 31.6 теория DCF, тотально трансцен- 
дентна. | 

Пусть 3 — универсальная область для DCF), являю- 
щаяся моделью этой теории. Такая система Y существует 
по 16.4. В силу 31.3 достаточно показать, что ранг Канто- 
ра — Бендиксона пространства 59[ равен wo+ 1. Из 
41.4 (ii) следует, что ранг Кантора — Бендиксона SY 
не меньше ©. Тогда по 441.1 (i), 40.1 (i) и 40.1 (iii) он равен 
о-+1. п 


Пусть WY, № и © — дифференциальные поля характе- 
ристики 0. Поле » называется простым дифференциально 
замкнутым расширением Y%, если следующая диаграмма 
моэжкет быть дополнена указанным способом для любого 
дифференциально замкнутого поля GC: 
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YL 


ТЕОРЕМА 41.3 (Блюм). Каждое дифференциальное 
поле характеристики 0 имеет простое дифференциально 
замкнутое расширение. | 


Доказательство. По 41.2 и 32.4. Se 


ТЕОРЕМА 41.4. Пусть 3 — дифференциальное поле xa- 
рактеристики 0. Тогда любые два его простых дифферен- 
циальных расширения изоморфны над ним. 


Доказательство. По 44.2 и 32.4. O 


Для дифференциального поля % характеристики 0 


пусть YY обозначает его единственное простое дифференци- 
ально замкнутое расширение, которое существует в силу 


41.3 и 41.4. Поле 3 называется дифференциальным замы- 
канием Ч. — 

Пусть 3 > A — два дифференциальных поля. Поле 
3 называется атомным над Y, если для любого п >0 
и любой п-ки (b,,..., 6, ) Е В" существует конечное мно- 
жество 5 дифференциальных полиномиальных равенств 
и неравенств от п переменных над Y со следующими свой- 
ствами: = 

(1) (6., ..., b,) — решение 5; 

(2) все решения 5 изоморфны над WY. 


Теорема 41.5. Дифференциальное поле $ является атом- 
ным над A, 


Доказательство. По 41.2, 32.2 и 32.6.0 


Из 41.5 следует, что YW — дифференциально алгебраи- 
ческое расширение 3. Назовем дифференциальный много- 
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член f (x) неприводимым над З[, если все общие решения 
7 (1) над A изоморфны над A. Дифференциальное поле B 
называется нормальным расширением A, если A CVC 


< Y и выполняется следующее условие: если некоторое 
общее решение произвольного неприводимого над Y% 


дифференциального многочлена f (x) BY принадлежит 5, 


то все его общие решения f(r) в AW принадлежат B. (Воз- 
можен случай, когда f (x) неприводим над Y и не имеет 


общих решений в 3.) 


ТЕорЕМА 41.6. Пусть Ъ и © — нормальные расшире- 
ния поля УЗ. Тогда любой изоморфизм >» и © над Ч можно 


продолжить до автоморфизма У. 


Доказательство следует из 36.1, потому что 
из 32.9 вытекает атомность Yuan %» и над ©. O 


Дифференциальное замыкание 3[ называется мини- 
мальным над З[, если не существует такого дифференци- 
ально замкнутого поля Ж, для которого 9(—>% >41 
и 9-2 3. Не известно, когда YW является минимальным 
над 3. Наиболее интересным открытым вопросом здесь 
является случай, когда Х = O, где > — поле рацио- 
нальных чисел с тривиальной производной !). Л. Хар- 
рингтон показал, что > (= (О, +, -, D )) имеет вычислимое 
представление, т. е. существует взаимно однозначное 
отображение Q на ®, которое переводит +, : ид в вычис- 
лимые функции. Доказательство Харрингтона является 
комбинацией конструкции % в стиле Генкина с теоремой 


о конечном базисе для радикальных дифференциально 
полиномиальных идеалов. 


УпРрРАЖНнЕНИЕ 41.7. Пусть A — дифференциальное поле 
характеристики 0. Пусть $ — нормальное расширение Y 


в Y. Показать, что  изоморфно A над 3. 


1) Шелах анонсировал в (VAMS, 20, № 4 (1973), стр. 444) 


теорему, которая утверждает, что 5 не является минимальным над 
5.— Прим. перев. 
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УпРАЖНЕНИЕ 41.8. Показать, что теория DCF, (опре- 
деленная в упражнении 40.5) не является тотально транс- 
цендентной. 


УпрАЖНЕНИЕ 41.9. Показать, что SQ имеет изолиро- 
ванные точки как угодно большого конечного ранга. 


$ 42. ДРУГИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Наиболее перспективной областью теории моделей, не 


затронутой в этой книге, является бесконечная логика 
и, в частности, Yoyo. Формулы Yo, образуются согласно 
правилам $ 4 и одному дополнительному правилу: если 
{F; |i € o} — последовательность формул, то & {F; |i< 
< wo} — формула. Хотя в Зьь допускаются бесконечные 
счетные конъюнкции и дизъюнкции, но в ней запрещается 
навешивать бесконечную кванторную приставку. (Отсюда 
следует, что некоторые формулы в by не имеют экви- 
валентных формул, находящихся в пренексной нормаль- 
ной форме.) Аксиомами и правилами вывода в Жо 
являются упомянутые в $ 7 аксиомы и правила, допол- 
ненные бесконечным правилом: если Fy является след- 
ствием множества формул S для всех < о, то 
& {F; |i< ®} является следствием 5. 

Теорема полноты для Yoo выглядит так: если пред- 
ложение ГР совместно (при применении аксиом и правил 
вывода логики yo), то Ё имеет модель. Доказательство 
теоремы полноты проводится методом Генкина, и его 
непосредственными предшественниками можно считать 
доказательства 18.1 и 24.2. Большое число применений 
логики Yo, обязано абсолютности понятия COBMECT- 
ности в ЖФ. Наилучшим изложением результатов по 
бесконечной логике является книга Кейслера [1]. 

Пусть 2] — счетная алгебраическая система. Скотт [1] 
построил такое предложение логики %,,» (сигнатуры %), 
что для любой счетной алгебраической системы S$ сигна- 
туры 3 | 

ВЕР <> 3 xy. 


Построение такого предложения можно проводить с помо- 
щью некоторого канонического процесса, однозначный 
результат которого обозначается через Fy. Ранг U опре- 
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деляется, как наименьшее число шагов, необходимых для 
получения Г) из атомных формул. (Оказывается, что 


ранг, %{;. не превосходит| наименьшего ординала,. не рекур- 
сивного х относительно любого действительного числа, 
являющегося кодом системы YI.) em 

Пусть п (7) обозначает число счетных моделей счетной 
теории ТГ, и пусть n (В, Г) обозначает число счетных моде- 
лей для T ранга В. Морли [1] доказал, что если п (Т) < 2°, 
то п (В, Г) < ® для любого В < a. В работе Сакса [2] 
показано, что если п (В, Т) < для всех В<о,, TO 
п (Т) < ®. Последний результат является следствием 
теоремы компактности Барвайса [1]. Пусть А — счетное 
допустимое множество, как в работе Платека [1]. Форму- 
лами в 4 являются те формулы из Фо, которые 
‘образуются внутри A. Теорема компактности Барвайса 
гласит: если S есть А-рекурсивно перечислимое множество 
предложений из Зль и каждое А-конечное подмножество 
в о имеет модель, то S имеет модель. (А-рекурсивная пере- 
числимость обозначает Х\-свойство над А, а А-конечность 
‘обозначает принадлежность А.) Доказательство Барвайса 
[4] с устранениями сечений раскрывает факт абсолютно- 
сти, являющийся отправной точкой этого доказательства, 
однако Кейслер [1] дал более прямое доказательство теоре- 
мы Барвайса, использующее метод Генкина. 

Следствием (см. Сакс [4]) теоремы компактности Бар- 
вайса является эффективность ранга Морли: если 7 — 
тотально трансцендентная теория, то ранг Морли Т 
является ординалом, рекурсивным в Г. 

Много фактов о стабильности и ранге можно найти 
у Шелаха [1]. Полная счетная теория ТГ называется ста- 
бильной, если она х-стабильна для некоторого бесконечно- 
го Х. Теория Т называется суперстабильной, если она х- 
стабильна для любого Хх > 2%. Шелах доказал такой 
факт: если Г х-стабильна для некоторого х, такого, что 
х® > и, To Т или суперстабильна, или тотально транс- 
цендентна. Его доказательство сочетает технику расщеп- 
ления из леммы 19.1 с умелым использованием теоремы 
компактности. Лахлан [1] показал, что если ТГ суперста- 
бильна и п (Т) >1, то п (ТГ) > о. (Его доказательство 
обобщает технику размерности $ 39.) Много известных 
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результатов теории моделей доказывается с помощью 
нахождения такого понятия ранга, при котором относя- 
щиеся к рассматриваемому вопросу 1-типы имеют ранг. 
Никакое понятие ранга, по-видимому, нельзя применять, 
если не выполняются правила ранга и степени, аналогич- 
ные соответствующим правилам из $ 29. Шелах в [2] 
мастерски использует ранг для доказательства следующе- 
го факта: если теория Г бесконечной мощности х катего- 
рична в некоторой мощности, большей х, то Г категорична 
в каждой мощности, большей х. Это доказательство исполь- 
зует некоторый факт об абсолютности, для того чтобы 
решить один вопрос об опускании типов с помощью теоре- 
мы. Чэна о двух кардиналах. 

Неравенство Лахлана для п (1), когда Г суперстабиль- 
на, отчасти объясняется следующей леммой (Лахлан [2]): 
если 2{ — модель теории Г ир Е SY имеет ранг Морли, 
‘TO степень р равна 1. 

Доказательство Балдуина теоремы о том, что ранг 
&:-категоричной теории конечен, помогает понять значе- 
ние теорем $ 39. 

Обозначим через VF (p,9) теорию р-нормированных по- 
лей характеристики 0. Ее модель состоит из поля F харак- 
теристики 0, 2-группы С (определенной в 17.7) с наимень- 
шим положительным элементом 1, нормирования ord: 
ГР — G, выделенного элемента г Е Ё и сечения Х: а - РЁ, 
для которого ord (Xg) = # и X1 = г. При этом поле клас- 
сов вычетов. А по модулю G изоморфно Zp, полю вычетов 
целых чисел по модулю р. Теорией Н‹р,о› р-адических 
гензелевых полей называется теория VF ip,9) вместе с лем- 
мой Гензеля. Ясно, что VF (p,9) является универсальной 
теорией. Акс и Кочен [4] доказали, что Нф,о› является 
модельным пополнением УЁЕр,о, '). Их результат можно 
получить с помощью критерия Блюм (теорема 17.2), 
следуя общей схеме доказательства теоремы 17.3. Как 
было проверено Робинсоном [2], все необходимые факты 
можно найти у Капланского [1]. 

Идеи доказательства результата предыдущего абзаца 
сохраняются и при более широких условиях. Так, поле 


*) Этот результат независимо получен Ю. Л. Ершовым [1].— 
Прим. перев. 
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Zp может быть заменено полем К характеристики 0. Пере- 
ход к К позволил Аксу и Кочену [2] доказать асимптоти- 
ческую форму гипотезы Артина, более прямое доказатель- 
ство которой содержится в работе Робинсона [2]. 
Ю. Л. Ершов [2, 3] распространил результат предыдуще- 
го абзаца с 0-групип на произвольные группы нормиро- 
ваний. | 
|} Пуеть Хи № — элементарно эквивалентные алгебра- 
ические системы. Кейслер [2] показал, что при обобщен- 
ной гипотезе континуума (ОГК) существует ультрастепень 
3[* системы Yu ультрастепень Ж%№* системы №, для 
которых 3[* ~B*. Недавно Шелах придумал другое 
доказательство этого факта без OTK, однако его дока- 
зательство менее каноническое, чем у Кейслера: Кейслер 
сначала построил ультрафильтр D, а затем изоморфизм 
между ИР и ИО; Шелах строит ультрафильтр и изо- 
морфизм одновременно. Самое лучшее изложение теории 
ультрапроизведений содержится в книге Кейслера и Чэна 
Шелах доказал, что если Г — тотально трансцендент- 
ная теория, не являющаяся @®1-категоричной, то число 
n(@,, Г) моделей теории Т мощности ®„ не меньше 
сага (a + 1) для всех a >0. (Кейслер и Морли сформу- 
лировали гипотезу, что n(,, Г) — неубывающая функ- 
ция от ©, если % >0.) Короткое доказательство теоремы 
Шелаха нашел Розенталь [1], который сначала принимает 
OLR (чтобы получить некоторый ультрафильтр), а затем 
освобождается от этой гипотезы с помощью некоторых 
фактов об абсолютности, главным из которых является 
абсолютность понятия тотальной трансцендентности. 
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